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BR Ha MAIS HEIN 


L 连续 介质 力学 的 回顾 


我 们 不 打算 在 这 里 叙述 连续 介质 的 完整 理论 。 对 这 部 分 内 容 
读者 可 参阅 P. Germain[1],[2], G. Mandel[1], W. Not 和 C. 
Truesdell[1], Sedov{1] 等 著作 。 

但 是 我 们 认为 有 必要 回顾 所 需要 的 一 些 基本 原理 和 结果 ， 并 
规定 一 些 记 号 ， 这 些 内 容 是 应 力 张 量 \ 守 人 恒定 律 ,应 变 张 量 和 特性 
定律 . 


11 EDA 


设 有 一 占据 E 的 一 开 区 域 © 的 连续 介质 ， R 中 有 一 标准 
正 交 系 Deze。 该 介质 在 外 力 的 作用 下 处 于 平衡 状态 。 外 力 一 般 
由 分 布 在 Q 内 的 体积 力 和 分 布 在 8 的 边界 上 的 表面 力 构成 。 

这 些 力 在 连续 介质 中 产生 一 应 力 场 。 它 可 描述 为 : 设 M 是 侣 
的 一 点 ,而 %Y 是 过 点 了 的 一 连续 可 微 的 二 维 流 形 。 它 至 少 在 M 的 
一 邻 域内 把 连续 介质 分 成 两 个 区 域 0 和 名. 设 nn 是 AMIE 
向 0, 的 单位 法 向 量 。 在 实际 中 一 般 很 好 满足 的 假设 ?下 ， 人 们 建 
立 了 下 列 关系 : Q 对 ,的 作用 等 价 于 YY 上 的 一 个 力 密度 FF,，F 
依赖 于 点 M 和 法 向 量 o, 满足 
《1.1) F; = dän Em 1,2,3; j= 1,2,3 
其 中 系数 o WFA M, 


D RARLHAFREQK -MEMS % 上 的 力 但 密度 。 取消 这 一 简化 假设 、 
就 导出 所 请 的 定向 介质 理论 ,其 中 应 力 张 星 不 再 是 对 称 的 . 关于 这 一 课题 ,可 驳 
Æ; P. Casal1}, G. Duvaut[1].[2), A. E. Green 和 R。S，Rivlin[1]，R， 
Hayart[1], R. D, Mindiin 和 H, F, TierstenẸ 1}, A. C, + Bringen 和 Suhubi[ 1}, 
R. A. Toupial 11,121. 


“le 


FM ny EAR FN n 的 分 量 . 在 方程 (1.1) 中 ,我 们 利用 了 
关于 重复 指标 求 和 的 约定 《 除 和 相反 的 声明 本 书 将 一 直 这 样 约定 )、 
即 (1.1) 表 示 


3 
Fim D oam 
i=l 

当 在 Re 中 作 基 变换 时 ， 量 Py Mr 作为 向 量 的 分 最 布 变换 . 
因此 mw 是 二 阶 张 前 的 分 量 , 称 之 为 应 力 张 量 . [0 

这 个 张 量 的 引 人 侈 许 提 出 边界 条 件 。 事 实 上 , VIT ON 
R, HECERA, n 是 荆 的 单位 外 法 线 、 若 下 是 在 T 的 点 作用 
在 8 上 的 外 力 的 面 密谋, 则 在 T 的 每 一 点 我 们 有 关系 ， 

Fi oi 


因为 外 部 介质 起 着 0 的 作用 . 


12 守恒 定律 


连续 介质 的 经 典 力 学 的 公理 或 基本 原理 是 质量 、 动 时 和 能 曙 
守恒 定律 . 

i》 质量 守重。 设 CM, D 是 在 时 间 + 相对 于 坐标 系 Orne 
运动 的 一 连续 介质 的 速度 向 量 场 ， 用 SAR R 中 包含 在 连续 介 
质 占据 的 区 域内 的 任 一 区 域 ;这 个 区 域 合 有 一 定 体积 的 物质 , 即 一 
定数 且 的 质点 ;我 们 把 Z 看 作 “Re 中 一 区 域 , 它 在 每 一 时 刘 包 合 
这 些 质 点 , LORS S 是 一 个 变动 区 域 , 它 跟 流体 同时 位 称 。 质 
显 守 恒定 律 病 明 :在 其 运动 中 白 观 察 的 任 一 区 起 2° 中 所 包含 的 
物质 的 质量 不 随时 济 牙 变 。 由 此 推出 


{1.2) af de Jff, ote = o, vs 


其 中 : 
e=p(M,:) REAM 于 时 刻 * 的 密度 、 ax 是 体积 元 
da | 
若 速度 场 在 S 内 连续 , 则 积分 方程 (1.2) 等 价 于 逐 点 方程 
(13) Op181 + Div(ov) = 0 


2: 


其 中 Div(pv) 自然 表示 向 量 场 er 的 散 度 , 即 
BO(pv) | Bx; 

i》 动 县 守恒 。 这 个 称 之 为 动力 学 基本 原理 的 守恒 律 可 表述 
D HE (aile) BERUS o BETE RAT 
ESA, (FRE ASP DRE ADRESSE 

取 认 中 引信 的 体积 Z, S 中 的 物质 组 成 一 个 系 绕 ， 对 它 我 
们 能 够 应 用 .上 述 的 原理 。 我 们 假设 坐标 系 Orr 和 所 考虑 的 时 
fheÆ galileo 的 . 

用 化 简 到 O 的 元 素 窟 出 两 个 转 矩 的 等 式 〈 见 本 节 末 尾 的 注 
11), 


(1.4) j, td + | aanas = aa 人 puidrs YS 
(1.5) f Engtifadx + f Eiti T yumdS 
= djdt L enxietadr, NS 

我 们 来 说 明 记 号 和 式 中 各 项 的 意义 。 

BR LG 一 1,2,3) 的 向 量 了 于 表示 外 力 【 例 如 重力 ] 的 体 分 
布 。 因 而 À fée 是 体积 力 的 合力 的 第 ; 个 分 量 . 

RAS 在 其 边界 89 LRE- À CHR LI) FELX 
cum 的 力 。 因 之 |, ones 表示 作用 在 系统 S 上 的 表面 力 的 合 
DORITI, OF 上 的 面积 元 记 为 df. 

dds | ords 表示 动量 的 合 向 县 对 时 间 的 导数 的 第 i 个 分 
&. 

en 是 三 阶 完全 反对 称 〈 对 于 正 交规 范 基 的 协 变 》 WER 


量 , 这 里 ew 一 十 1( 见 本 节 末 的 注 1.2)。 
方程 《1.5) 的 前 两 项 是 作用 在 S 上 的 体积 力 和 表面 力 对 人 


* 3. 


的 合力 撼 的 第 toa 
(1.5) 的 右 端 是 对 口 的 动量 矩 的 第 ; 个 分 量 对 时 间 的 导数 ， 
变换 (1.4) 中 的 面积 分 为 体积 分 , 利用 质量 守恒 律 并 假定 积分 
号 下 的 诸 最 充分 正则 ,可 以 看 出 ,1.4) 等 价 于 


16) Dia H fi ™ prss ie 1,2,3 
其 中 令 
dv; _ ðv; 8e 
L7 i 
7) Ta T a Bn” 
(1.8) X; = 0X/8%; 


Yi; ETARA Ce) 的 质点 在 时 刻 :的 加 速度 的 第 :分 量 。 注 
E, r 的 表达 式 和 方程 (1.6) 包含 一 个 关于 速度 分 量 的 非 线性 
mi. 
方程 (1.6) 称 为 运动 方程 ， 
车 我 们 考虑 静 力 问题 (v = 0)， 则 方程 (1.6) 的 右 端 恒 等 于 
零 , 称 之 为 平衡 方程 ;关于 应 力 张 服 的 分 量 o, 方程 是 线性 的 . 
变换 曲面 积分 为 体积 分 并 利用 质量 守恒 定律 和 运动 方程 ， 方 
程 (1.5) 可 以 入 化 为 


(1.9) | souas — 0, Vor 
这 等 价 于 
Eik = 0 
Rp 
(1:10) Oki = Dia 


因而 应 力 张 晤 是 对 称 的 . 0 
以 下 两 个 注 实际 是 回顾 转 矩 和 分 量 为 syx 的 张 量 。 
注 1.1 设 有 
+) 自由 向 量 民 , 称 为 转 矩 的 合 向 量 , 
b) 在 每 一 点 P 定义 的 向 量 场 M(P): 
(1.11) M(Q) = M(P) + QPAR 
Hi R 和 MP) 的 集合 称 为 转 矩 ，R 称 为 转 短 的 合 向 县 ，M(P) 称 


4. 


PORC POUR IE, 起 点 为 4 的 两 个 向 量 R 和 MCA) 称 为 转 
RERE 4 的 元 素 . 可 见 。 一 个 转 矩 由 化 简 到 一 个 点 的 元 素 完 
全 确定 。 晶 

注 1.2 上 节 定 义 的 sie 对 于 计算 是 方便 的 ,这 是 由 于 它们 满 
足下 列 关系 


Sie Big Birl 
Sip Bis Bjr 
Dir Öre Grr) 


(1:12) ExrEpar = Det 


(1:13) EiitBpak = Bipðja 一 biadip 
(1.14) EtEP ™ 289 
(1.15) Enae = 6 


E s Krünecker 张 量 的 分 量 , 即 
Semo, Ep 
p=], i=P 
关系 (1.12) 利用 si 的 反对 称 性 化 到 情形 (i, j, 4) 一 (Pp,9， 
7) 二 (1,2,3) RER. 关系 (1.13),(1.14) 和 (1.15) 可 由 (1.12) 出 
发 逐步 证 明 ， 
si 出 现在 两 个 向 量 的 向 量 积 的 第 ;个 分 量 、 向 量 场 的 旋 量 
以 及 3x3 矩阵 的 行列 式 的 展开 式 中 ,实际 上 ,容易 验证 


{1.16) (a Ab); = Esraiba 
其 中 a 和 b SM BI Ca) 和 Ch HI EE, i 
(1:17) {Rot}; em Enri 

其 中 v 是 分 量 为 (zt) 的 向 量 场 。 

又 

(1.18) EDAM 一 EparMipMia Mi 
(1.19) DaM 一 + Error M ipMiaM y 
其 中 M 是 元 素 为 (M2) 的 3x3 矩阵 。 


当 M 是 一 正 向 ( 即 DetM 一 + 1) 正 交 规范 基 的 变换 矩阵 时 ， 


5 


(1.13) 说 明 si 是 对 这 样 的 基 变 换 的 三 阶 张 量 的 元 素 . 
最 后 在 DetM + 0 时 , 设 M 是 矩阵 对 的 逆 抵 阵 , M 的 元 素 
给 定 为 
(120) CM); em (2D MY tgipge ir M M as 
由 这 几 种 关系 易 得 经 虎 公 式 : 
De(A - B) — (DetA). (DeB) 
aACbAc) = (a:c)b— (a: be 
Rot Rotv 一 grad divv 一 Av, $4, 0 
ni) 能 量 守 伍 。 这 定律 亦 称 为 热力 学 第 一 定律 。 它 是 说 ， 一 
个 系统 的 总 能 量 (内 能 十 动能 ) 对 时 间 的 导数 等 于 外 部 作用 力 的 功 
率 加 单位 时 间 流 人 系统 的 能 量 。 
把 上 述 定律 应 用 到 前 面 引 人 的 物质 系统 ,我 们 有 


(1.21) ala | (Le + °) de = À froids + f Gnivids 
2° N2 pa os 
+ f pwdx 一 | qn;dS 
Eg aF 


AREA EE, 因此 | (Lo t e)a 表示 
HA BRAAUÈUER. 
f fedean | onvas 分 别 为 体积 力 和 表面 力 的 功率 . 


六 表示 单位 质量 和 单位 时 间 内 流入 的 能 量 ， 因 而 |， ower 表 
示 单 位 时 间 内 流 人 系统 Y 的 能 量 . 
分 量 为 9% 的 向 量 9 是 能 量 的 转移 向 量 , 而 一 | 1 nds 


示 单 位 时 间 内 从 表面 流 人 的 能 量 . 
REHE (13), (16), (110) 并 把 面积 分 变 为 体积 分 , 可 以 
LE (1.21)， 我 们 有 


0.22) ,etalar)dr = 人 Gavindr + | Cow — quidda 
引进 分 量 为 


6. 


(23) Dy 却 Cora + vini) 


HINER E, o . 
方程 (1.22) 既 对 任意 S 玫 成 立 , 它 便 等 价 于 方程 

(1.24) pde dès = o5D; + pw — qiu D 
RE 诸 守 便 律 为 我 们 得 供 了 三 个 方程 或 方程 组 
D PREDE 


{1:25} Op 8: + Div(pv) = 0 
D BPI 

(1.26) Tim dii fr 
D EPE 

(1.27) pdef dt = giDi + pw 一 人 io 


分 量 为 or 的 应 力 张 量 是 对 称 的 . 日 

注 1.3 从 守恒 律 出 发 :在 连续 性 假设 下 ， 我 们 导出 了 逐 点 方 
Æ(125),(1-26),(127), 反之 , 若 在 介质 内 部 存在 一 速度 或 应 力 
张 量 分 量 的 不 连续 的 线 , 则 入 们 证 明了 (P. Germaio(21) 在 这 条 
线 上 ,篇 微 分 方程 (1.25)- 一 (1.27) 应 当 用 不 连续 镍 关系 代替 ， 

只 要 拒 有 关 的 导数 按 分布 意 义 解 释 ， 这 些 不 连续 性 条 件 就 可 
以 被 包含 在 关系 (1.25) 一 {1.27) 之 中 ， 0 

注 14 方程 (1.25) 一 (1.27) 总 共 包含 五 个 标量 方程 ,未 知 函 
数 是 十 四 个 : 

D 应 力 张 量 (对 称 的 ) 的 六 个 分 量 ow; 

i) 速度 的 三 个 分 量 ; 

in) 密度 p, 内 能 。, 能 转移 向 量 的 分 量 4. 

比较 了 这 些 数目 ,从 简单 的 数学 观点 着 ,显然 不 能 由 这 五 个 方 
程 确定 十 四 个 未 知 匡 数 ! 

另外 ,从 物理 观点 看 , 必须 注意 ,所 表述 的 守恒 律 应 普遍 适中 
于 所 有 连续 介质 ,液体 ,固体 或 气体 ， 如 果 由 这 些 定律 得 到 的 方程 
(1.25) 一 (1.27) 足以 确定 这 些 参 量 ， 这 意味 闭 在 所 指出 的 条 件 之 
下 ,不 隔 的 连续 介质 将 有 租 辣 的 特性 。 这 当然 是 莞 雇 的 。 


Ae 


Bit, RASE AS AT AIRES RAS RERE 
B BA LA REA FE LÉ ER, SI REE Box À — ME ARTE 
种 关系 。 为 此 ,首先 必须 定义 应 变 张 量 . 
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D 运动 学 描述 

设 运动 中 的 一 连续 介质 在 时 刻 占据 R 中 的 一 个 开 集 ©, R 
中 有 一 正 向 标准 正 交 基 Or, 

设 (ca) (a 一 1, 2, 3) 是 在 时 刻 :位 于 坐标 为 (x1) 的 点 的 物 
质 质点 在 时 刻 0 的 位 置 的 分 量 。 跟 每 一 质点 的 物理 实际 相应 ， 我 
和 假设 在 同一 质点 的 (es) 和 GG) 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 
a, = Lars), A = 1,2,3, + 一 《ztyzayz3) 
zi filast), i= 1,2,3, a= (qd 62585) 
如 果 关 系 (1.28) 假 定 为 连续 的 。 则 它 同 样 建 立 开 集 2 和 开 集 2 之 
间 的 一 个 对 应 ,2 是 在 时 刻 上 LT © 内 的 质点 在 时 刻 “ 一 0 所 点 
据 的 位 置 的 集合 。 分 量 Co) 是 所 芳 虑 的 质点 的 Lagrange 坐标 。 
而 Gr) 是 在 时 刻 * 的 Euler 坐标 , 

5) 应 变 的 梯度 

在 变换 (1.28) 下 ,分 量 为 (4a6) 的 无 穷 小 向 量 4M,, 在 时 记 : 
变 为 分 量 为 


(1:28) 


(1.29) dx; = Zjada 

的 无 穷 小 向 量 4M 或 

(1.30) dM = FM, 

其 中 了 表示 分 量 为 由 

(1.31) Fu fia Lie 

给 定 的 Pi 的 张 量 。 张 量 下 称 为 应 变 的 梯度 张 量 。 
ii) EME 


设 有 起 点 为 Me 0 的 两 个 无 穷 小 向 量 3M 和 M 在 时刻 
t 它们 变 为 起 点 在 好 的 两 个 无 穷 小 向 量 4M 和 sM, 且 满足 
dM — FaM,, 5M 一 FM, 


车 知道 在 所 有 有 时刻: 的 内 积 M, dM . 5M, M, 我 们 就 知 
道 物 质 元 4M 和 aM 的 长 度 和 夹 角 ;而 


(1.32) M + SM 一 orge Bag 
RRÉRERURRITDR Ce 即 可 得 到 ,Cog 由 下 式 给 定 
(1:33) Cap Lits 


RTE ZE EUROS, DR HOUR EUNEX C Æ 
有 关系 
(1.34) C=FF 
其 中 玉 基 张 量 F 的 转 置 张 量 ,而 PF 是 矩阵 和 腰 积 。 
车 连续 介质 象 刚体 一 样 位 移 , 即 无 形变 , 则 


{1,35) aM . sM 一 dM, : sM,, vaM,, 5M, 
(1.35) 蕴含 
(1.36) G—1 


这 里 1 表示 单位 张 量 , 见 分 量 为 a) 的 张 量 . 反之 , (36) ÈS 
《1.35), 因 此 : 一 连续 介质 位 移 而 无 形变 的 充分 必要 条 件 是 (1.36) 
RI. 

(iv) 应变 张 量 ， 这 是 由 


(137) xet- 
定义 的 张 莉 ,写成 分 量 形 式 为 
(1:38) Ka + (Cog — Bo) 


由 此 得 ， 一 连续 介质 位 先 而 无 形 亦 的 充分 必要 条 件 是 应 变 张 量 为 
F. 


引 人 位 移 向 量 a， 
(1:39) u; = x; — a; i= 1,2,3 
a 
Fio = Hia F Ba 
出 此 


(1.40) Xu = 4 Cag + Upu + t; atise) 


FR RER RTS 的 分 量 的 非 线 性 方式 表示 。 


V) RAALORRRE, SUR u — aler) Be BR 
化 , 则 偏 导数 si 十 小 量 ,应 变 张 量 本 身 也 是 小 量 。 此 时 即 说 是 小 
变形 的 ， 假 定量 wi 是 5 阶 的 Ce 是 趋 于 零 的 参数 ), 旦 uani 将 


A e BTÉU, iE 
(1.41) Xas 一 $ (us 十 tipa) + 6° 阶 的 项 
分 重 为 eoslw) 的 张 量 称 作 线性 化 应 变 张 量 , 其 中 


(1.42) Bale) 一 + Crot + tipa) 


注 15 RME (123) 中 引进 应 变速 庆 张 得 卫 。 这 里 我 们 


要 说 明 这 个 称呼 的 合理 性 ， 


RAR dM - SM 对 时 间 的 导数 ,而 点 M 和 无 穷 小 向 量 M, 


5RM 保持 固定 , 则 有 


a a 4 
R £ (aM : 5M) = < - «+ 
(1.43) yy (à M) a (dM) - 8M + aM (6M) 


但 我 们 有 


而 由 于 


Briast) /Or va 
故 


0.44) (£ M) Ey PE Py T 
对 ( 蔚 5M) 作 砍 样 的 计算 ,代入 (1.43), 即 得 
(1.45) 二 (aM - aM) 一 2Djéx6x 


+ 10 + 


这 就 说 明了 为 针 人 么 分 量 为 Di 的 张 量 称 为 应 变速 度 张大。 日 


LA 特性 定律 


特性 定律 没有 1.2 节 中 研究 的 守重 律 的 普遍 适用 的 特征 。 反 
之 ,它们 刻画 每 一 类 型 的 连续 介质 的 特性 。 它 们 常常 来 源 于 实验 ， 


尽管 它们 具有 若 卫 


FF 不 变性 质 (W. Nol 和 C. Truesdell[i], C. 


Truesdell 和 R. Toupio[1])。 一 般 说 来 ,这 是 应 力 张 量 、 应 变 张 量 、 
应 变速 度 张 量 .温度 和 热流 向 攻 之 间 的 关系 

这 里 我 们 不 列 出 “所 有 ”类 型 的 连续 介质 及 其 根 应 鸥 特 伺 定 
律 . 在 每 一 牵 中 我 们 引进 所 考虑 的 特性 定律 并 利用 上 还 的 一 般 原 


理 写 出 制约 条 件 的 方程 和 不 等 方 和 
象 , 我 们 立即 要 做 的 正 是 这 些 . 


2 《热学 .多 和 孔 介质 中 的 流体 力学 À 


程 组 。 对 于 第 一 章 里 所 研究 的 现 


电学 中 半 


导体 中 的 ) 半 渗透 垄 和 误 度 控制 问题 


21 方程 的 建立 


211 热学 方程 
热学 研究 连续 介质 的 温度 场 
是 可 以 忽略 的 、 这 是 为 了 秆 方程 
为 
(2.1) 
(2.2) 
{2.3) 
采用 的 特性 定律 是 
(2-4) 
《2.5) 
(26) 


ðpj 61 一 
Si + he 


e = C 


D 即 介质 的 形变 不 引起 稻 麻 的 变化 ， 


:> 恨 定 形变 现象 是 独立 的 >， 速度 
《1.25) 一 (1.27) 线 竺 化 .它们 变 


0 
一 0 


pðe {OI = pw — qi 
on 不 依 襄 二 温度 


q = —Kgrad9 


“lt. 


记号 意义 如 下 所 述 : 

D 系数 “是 比 热 , 且 为 严格 正 数 ， 在 实际 中 , 随 物质 的 不 癌 。 
“或 多 或 少 恢 赖 于 温度 。 这 里 假定 < ARMT +, 

i) (26) 是 著名 的 Pourier 定律 . 当 二 阶 张 量 区 仅 依赖 于 = 
时 它 是 线性 的 。 这 跟 实际 情形 并 不 十 分 相符 ,对 某 些 物 质 , 人 们 可 
观察 到 代 随 温度 显著 地 变化 。 

这 里 我 们 只 保留 线性 定律 ,或 由 于 所 考 志 的 物质 满足 它 ,或 温 
度 的 变化 充分 小 ,因而 在 平均 温度 附近 线性 化 是 合理 的 . 

此 外 ,我 们 将 假定 


(2.7) Raxit > 0 的 常数 
愧 理 上 这 能 被 很 好 满足 . 若 物 质 是 各 向 同性 的 , 张 量 民 是 球 晤 的 , 即 
Ra = Ka 


二 则 是 物质 的 热传导 系数 ,0 

方程 (2.1) 指出 , 密度 0 不 依赖 于 时 间 ; EWERT x, 但 
它 对 热学 问题 是 已 知 量 .0 

方程 (2.4) 蕴含, 方程 (2.2) 和 (2.3) 是 独立 的 , 因此 ,温度 满 
足 唯一 的 方程 
(28) pC8018: — (R0),; = ow 

车 设 一 一 并 非 必需 、 但 为 简化 证 明 以 下 我 们 一 走 这 样 做 一 一 
介质 是 均匀 各 向 同性 的 ,《2.8) 除 以 常数 pC, 即 得 
(2.9) ÔB/ Or — KA 一 8 
其 中 令 


k= KloC, g—wiC 
上 是 正常 数 ,而 入 二 6/06r0s. D 
212 多 和 孔 介质 流体 力学 方程 
方程 《2.9) 还 描述 多 我 介质 中 粘性 流体 的 流动 现象 (A. 
Houpevrt[1]，Muskat[1],[2])， 故 又 称 为 扩散 方程 
从 质量 守 和 给 律 得 到 这 个 方程 ,在 多 孔 介 质 情形 ,该 守 筷 定律 可 
表 为 
yop/O + Div(ov) = g 


Re 


其 中 标量 9 束 示 介质 的 孔 踪 系数 。 
在 多 孔 介 质 中 .速度 v 和 压强 场 x(x, +) 满足 
v = —K grdu 
这 就 是 著名 的 Darcy 定律 ,其 中 天 表示 介质 的 渗透 率 。 有 了 两 种 民 
形 要 考虑 : 
a) 流体 是 少许 可 压缩 的 (液体 》 
密度 和 压强 之 间 的 关系 由 
pm pll + cle — #)] 
给 定 , 其 中 。 是 可 压缩 性 系数 , 比 起 上 来 是 小 的 量 ; CAREY 
程 中 , ov BR mw 差别 很 小 ;因此 e 很 精 确 地 满 趾 方程 
cpôu De — Div(K grad uY me g 
当 多 和 孔 介 质 是 均匀 各 向 同性 时 , 它 跟 方程 (2.9) 相 同 。 
8) 流体 是 绝热 流动 中 的 理想 气体 
压强 和 密 立 之 间 的 关系 是 (Mariote 定律 ) 
u= Cp 
这 里 为 常数 。 由 质量 守恒 定律 给 出 
pe) Bd: — Div(CeK grad p) = g 
或 对 压强 函数 < 有 
Pôx/ de — Div(Ku gradu}) = Cg 
这 是 非 线 性 的 。 0 
2.13 PJE 
电磁 学 一 般 方程 将 在 第 七 章 讨论 。 这 里 我 们 只 简单 指出 ,在 
一 没有 自由 电荷 的 导电 介质 中 , 电 苞 守重 方程 为 


Div7 一 8 
其 中 了 表示 电流 向 量 . 
另外 ， 
JE 
RE E REIN. fi o 是 介质 的 导电 率 。 在 稳定 情形 ,电场 产生 


一 电位 势 “， 满足 


E = — gradu 


.13°o 


于 是 电荷 守恒 最 终 写成 
— Div(p grad u) = g 
XFREMR,RERCI)RAMPE. 0 
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注 2 区 预备 性 的 ) 以 后 设 方程 《2.9) 中 的 大 一 1， 这 相当 于 
改变 时 间 尺 度 使 方程 规范 化 。 另 外 ,我 们 总 记 #* ARMER, CR 
根据 情况 表示 湿度 ,压力 或 电位 势 ,并 满足 方程 
(2.10) Buld — As = yg ` 

在 与 方程 (2-19) 相 联系 的 古典 问题 中 这 界 上 的 给 定 值 是 
B Ouf On (z 在 边界 上 的 法 向 导数 ?后 者 表示 热 的 、 物质 (流体 ) 的 
或 电 的 流量 。 

这 里 我 们 将 与 前 面 一 样 自 然 地 引进 一 类 新 于 的 问题 但 在 ( 边 
界 或 其 它 ) 条 件 中 要 涉及 不 等 式 , 从 而 导出 了 不 等 方程 

在 作物 理解 释 时 所 用 的 语言 来 自 多 孔 流体 力学 。 因 为 这 样 叙 
述 非常 直观 . 我 们 可 以 借助 下 列 对 照 表 从 一 个 领域 转 到 另 一 领 
域 . 


应 该 注意 ,电学 上 的 对 应 物 只 适用 于 稳定 解 或 稳定 现象 。 

我 们 总 以 名 记 所 考虑 的 R"(n < 3) 中 的 开 集 ;其 边界 82 一 了 
是 光滑 的 ,其 单位 外 法 线 识 量 为 .2 被 多 孔 介质 所 占据 且 在 其 中 
分 布 着 一 个 不 易 压 缩 的 灶 滞 流体 的 压强 场 . 
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MER TEA REC TL ARE ERAR, Fri 
渗透 是 说 它 人 允许 流体 自由 进 人 0 但 反之 流体 不 能 有 任何 流出 。 


"lt. 


于 是 在 9 的 外 部 有 一 由 h(x)(x € T) 给 定 的 流体 的 压力 作用 
在 边界 T 上 。 对 边界 的 不 同 点 * 可 能 有 两 种 情形 
) px) < O0 
在 边界 的 同一 点 x*, 外 部 压力 hx) 小 于 肉 部 压力 u(r). AE 
体 有 从 总 逸 出 的 趋势 ,但 半 蕉 透 壁 阻止 它 , 因 此 在 该 点 穿 过 壁 的 流 
ARF, TE o= 0, AF gm k grad u, ir 
Ouj 8e 一 0 


i) A) I ulet): 

在 边界 的 同一 点 *， 外 部 压力 超过 焉 等 于 内 者 的 压力 urs)s 
因而 ,流体 有 进入 避 的 趋势 ,器 壁 正 有 利于 此 ,于 是 

arago 

得 q- a= Râu On 是 有 限 的 ， 这 就 要 求 w(x) 沿 法 线 # 在 x 的 
竺 近 连 比 。 由 于 薄 壁 的 厚度 可 以 怨 略 ,因此 h(x) 一 x(x,:)， 从 而 
薄 壁 的 性 质 是 在 边界 点 网 压强 «Ca, t) 不 能 严格 小 于 外 部 的 于 强 
ba). « 

简 言 之 ， 所 提 的 “ 半 渗透 壁 ” REF: 

寻求 x(x, 人 )、 它 在 介 满 足 (2.10), 在 上 满足 条 件 
AlE) us, > Ouf On — 0 
RCE} = (re) = Ouf Bn > 0 


(2.11) 


还 满足 初 条 件 
u(x,0) = lx), 0 

注 2.2 人 们 可 能 要 问 ,在 实际 中 是 否 存在 这 样 的 壁 : 

D 一 个 活 门 可 看 作 这 称 情 形 的 局 部 近似 的 实现 【更 后 面 的 变 
É 1); 

ii 可 以 设想 能 够 接近 上 述 现象 的 各 种 物理 装置 . 这 导 至 我 
们 提出 上 述 问题 的 各 种 变形 . 

2.2.2 厚度 存 限 的 壁 

眼 上 述 情 形 一 样 ， 只 允许 流体 进 人 的 壁 承 受 一 个 外 部 流体 的 
压强 4(x)。 可 能 有 两 种 情形 : 

i) AGE) < ulest) 


1 


台 内 部 的 流体 有 从 回流 出 的 趋势 ,但 半 突 迁 壁 阻止 它 ,因此 在 
THIREHEXT, HD 
BufOn = 0 
ü) Ale) D ulx,t) 
AEA PC RE MABRE EA © AUS, RURAL EU 
RERTERZÉR AS, BTE 
— Bu) On = k(n — A) 
这 里 多 为 正 数 , 是 壁 的 渗透 狂 的 一 个 测度 . 
总 之 ,在 这 种 容器 中 的 延 强 -* 满足 (2-10), AU RAF RUE 
n > å => 04) On = 0 
UE h > Duj On = —klu — WN 
注 2.3 ÆSNBSÉRMER, MERTER ERAH, 
则 压强 * 是 古典 Neuman 问题 的 解 。 这 问 是 将 随 情 况 不 同 而 成 为 
定常 的 或 用 时 的 。 D 
注 2.4 ABÉRMIÈÉTES, 则 条 件 (2. 122 在 极限 情形 变 
为 条 件 (2.11)。 实 际 上 我 们 要 证 明 ?， 车 wx ENBER A hI 
FR, US À root, u 在 某 种 意义 下 趋 于 050 RT OGERE” 
问题 的 解 。 0 
我 们 还 要 指出 上 述 问题 的 两 个 自然 变形 . 
变形 1， 半 涂 透 壁 不 构成 整个 边界 而 仅 是 它 的 一 个 非 空 部 
分 忒 .在 一 TT 上 , 它 服从 一 个 古典 条 件 ; 或 是 压强 给 定 。 或 是 
HRA. O 
变形 2。 KERRE KAÉ, MERCAMAEME. Ea 
TE EAUX 
D EREA, AU 
s < h => On/On = 0 
u= h > Ou) On Z 
i) EREA ARRERA , 


1) 5.2, 


(2.12) 


QAL) 


-16+ 


f u< h = Buf ðn = 0 
012°) u > à > Duf On m hu — A) D 

223 Q 内 部 的 半 滩 进 隅 板 

容器 名 只 有 一 个 承受 压强 (上 古典 条 性 ) 的 边界 T。 另 外, 在 
内 部 有 一 个 半 浴 透 板 。 它 是 一 个 二 维 流 形 2、 至 少 在 5 邻近 把 
史 分 割 为 两 个 区 域 。 分 别 记 作 1 和 2 (图 1). Z 的 指向 区 域 2 的 
单位 法 向 量 记 作 *。 分 别 以 赂 和 因 记 三 上 在 区 域 9 和 ©, 两 后 的 
讨 强 ,假定 板 只 人 允许 流体 由 1 流向 2，Z 上 的 条 件 是 : 

i) 若 板 是 薄 的 ; 则 
ca) Wr < m, Ou} On = 0 
mu, Ouf On O 


D 若 板 是 摩 度 有 限 的 , 则 
Hi Lui Ouf On = 0 
u, > um — Âu] Ən = ke — m) U 

224 ”通过 一 个 半 洪 复 壁 的 体 注 人 

容器 9 在 其 边界 服从 经 典 条 忻 > 例如 压强 是 给 定 的 .另外 . 它 
接受 一 个 外 如 的 体 流量 gx, 和 一 个 附加 的 体 流 量 O 
FRAR, 或 一 般 地 由 一 个 名 服 机 调节 )。 满足 下 列 条 件 中 的 
=. 


{2.13} 


(2.12) 


le >k—>ÿ=0 
u= h=} N 


ele 


或 
六 > 下 
{2.14) DE 
其 中 加 (x) 是 在 日 肉 给 定 的 一 个 压强 场 .压强 x Ho 
(245) ujde — Au =g +g 0 

Æ2S 22 HINEMINOAMERIÉEN. BERRI R 
件 。 它 们 可 能 在 某 些 条 件 下 具有 稳定 解 ， 从 物理 观点 看 寻求 这 种 
解 是 有 意义 的 ,因为 这 些 解 相应 于 整体 热平衡 的 状态 

从 物理 上 考虑 , 我 们 注意 。 这些 稳定 解 并 非 总 是 存在 的 ,就 是 
它们 存在 ,也 不 一 定 唯一 .事实 上 , 我 们 考虑 一 个 稳定 问题 ; 寻求 
ue), 满足 

一 Arz =g, 0 

u > ==> Ou/On 一 0 
u = h 04/56 > oi 

这 里 , 壁 只 区 许 热 量 进 入 ,因此 

D 8 | ede > o, 即 有 一 个 鉴 体 的 热源 ， 则 光度 应 当 在 某 些 
点 严格 上 升 ,因而 无 解 . 

避 È sar 0, 可 能 有 一 个 解 4; 此 解 应 在 了 上 几乎 处 处 渍 
E Ouf On 一 0, 因此 YC 20, + CEE. 

n) f e< 0、 此 时 可 能 有 一 个 解 。 它 相应 于 一 个 等 于 零 


的 热量 , 即 


fagas + |, Oulðnyar —0 


23 BERM - ， 
这 里 借用 热 现 象 中 的 术语 。 所 研究 的 连续 介质 占据 R < 
D 中 的 一 个 边界 为 了 的 区 域 。 
我 们 区 别 贞 种 类 型 的 温 订 控制 : 由 边界 温度 调节 的 过 大 襄 度 
，18 。 


控制 (2.3.1); 由 内 部 温度 调节 的 内 部 温度 控制 (2 3.2). 
231 由 边界 谓 度 调节 的 边界 温度 控制 
Hrer, 我 们 给 定 两 个 参照 温度 加 Cx) 和 LG), AGE 
(x) ， 我 们 要 求 边界 上 的 刘 度 偏离 区 人 间 Cas Go) ,h(x)) 尽 可 能 小 。 
为 此 , 我 们 设置 一 些 “ 温 度 控制 器 ”, 即 一 些 通过 边界 注 人 (在 代数 
意义 上 ) 适 当 热 流 的 装置 。 这 些 装置 的 能 力 是 有 限制 的 ,注入 的 热 
IEA — 64/67 测度 ,保持 在 闭 区 间 Leg H, 0 € [ge 
我 们 以 下 述 方式 调节 这 些 温度 控制 器 ， 
i) Æ ules) E CAC) ,h(x)], 即 温度 在 所 希 刻 的 间隔 内 ,不 
要 做 任何 校正 ,因此 我 们 要 求 
(2.16) Bufôn = 0 
i À ules) E [AGA], 我 们 在 可 能 条 件 下 , 以 下 述 方 
式 注 人 正比 于 wx AE Ch sA) 之 间 的 偏离 的 热 最 ， 
ux) > hlt) => —04/ On = + hols — hi), 
Æ 十 bz — 4) < 多 
— 84 /On gp, À 十 如 Ku 一 h) >g 
{2.17} ax) < hay Bu On = hls — 4,), 
BE Hla A S 
— On /Dn— g, Aie — AD 
GR 和 ka EER) 
如 引入 函数 9。 条 件 (2.16),(2.127) 可 用 更 简单 的 方式 表达 ，@ 的 
定义 是 


OO) =a ga EAKA + ak 
=O h) mtgal eash 
(2.18) 一 0， Éh<ISh 
=R h) BhA h t gs 向 
=gs 124 te/k 


其 图 形 如 图 2 FR. 
这 时 条件 t2:16),(2.17) 等 价 于 
《2.19) 一 xz1Bn = Bu) 


19 


ga; 


bitgudks, hs 
了 ha +g: /kah 


图 2 


Se CIS HUE RU LE 0 ARE (2.10), ÆT EO 
Æ (2.19), 和 初 条 件 
(2.20) u(x30) = ua) 

这 一 问题 有 几 种 有 趣 的 特殊 的 和 和 级 限 的 情况 : 

a) hi 一刀 温度 控制 由 唯一 的 参照 温度 实现 . 

B) hmh ke ko g= to, p= 0 我 们 又 遇 到 一 个 
厚度 有 限 的 半 渗 透 壁 间 题 中 的 条 件 。 对 应 的 PB 的 图 形 如 图 3 所 
不 。 


5 h + 
图 3 
7) him Äss K m k m oo, g [c y ga +0, RIRE 
现 薄 半 涂 透 壁 问题 中 的 条 件 ， HEAR O 的 图 形 如 阴 4 所 示 。 
EE, ENER Oa) 是 多 值 函数 。 
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图 4 


2) h< hs kim ke too, g= —gi m too, 温度 控制 
了 似 完 美的 方式 得 到 , 因 «保持 在 区 间 [ho 加] ZA. AR © AE 
如 图 5 所 示 ， 函 数 @ 也 是 多 值 的 . 


Ed 


图 5 


6) A, = h Åi = k, = +0, pm p m Hoo, ER s 在 边 
界 上 给 定 。 这 是 Dirichlet 问题 ，D 


注 2.6 
推广 ”把 《2.19) 代 之 以 
(2.19) —Əujðn 一 Pa) 


上 述 问题 便 可 推广 . RE o Eee, ERE, © 
是 一 个 多 值 的 ， 增 的 ， 极 大 药 函 数 《 即 图 形 是 R 中 的 一 连续 曲 
R) 0 


232 由 内 部 温度 调节 的 温度 控 山 


+ ze 


Mere, RATES TRE Al) FA BG), h(x) S hE, 
我 们 希望 对 + € 0, WE G) 偏离 区 间 Chut) 尽 可 能 地 小 。 为 
此 ， 我 们 放置 体 热 潭 (在 代数 意义 下 )。 这些 装置 有 一 个 有 限 的 能 
力 ， 因 此 这 就 限制 了 热 通 量 一 g BE g RRENAK leog] 
内 , 0€ lgsg]. 

热 的 注 人 按 下 列 方 式 调 节 : 

i) EER t art) € [xz) ,ha《x)]， 即 温度 是 在 所 选 定 
的 区 间 内 , 则 不 必 进 行 校正 * 因 而 
(2.21) =o 

G) 落 ulesi) g Lha], 我 们 注 人 正比 于 ue) AKN 
LG) 242097 ZARR ERE URE SEOS. Hi 
— = ke 一 和) 

H ke h Sn 
一 多 一 gi 
DE kala — A) > p 


ulat) > hx) 一 > 


(222) SE = kle — h)a 
arD) < h) => Æ kle TASA 
TE &s 
Hi iala — h) < g 
《2.2 由 和 (C2.22) 可 概括 为 
(2.23) 一 和 一 D(a) 
这 里 Pc) 是 由 (2.18) 定 义 的 靖 数 ， 
因而 «(温度 ) 满 足 
(2.24) Buf Br — Au = g — Plu), Æ © X 10,T[ 中 
(2.25) ux 0) ee ul), 在 9 内 
和 在 边界 工 上 的 古典 边 末 件 ,例如 
(2.26) ulest) = Olat), x ET 
这 里 9 是 在 上 给 定 的 温度 。 
#27 
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推广 ”如 前 所 述 。 我 们 可 考虑 特殊 情形 和 极限 情形 ， 其 中 
PC) 是 多 值 的 ,其 图 饼 是 增 的 且 极 大 的 。 吕 

注 28 可 以 戎 赔 其 它 类 型 的 温度 演 制 ,使 之 涉及 到 平均 温度 
和 “代价 * 示 数 ， 它 们 导致 最 优 控制 问题 

M ”给 定 温度 区 间 [0,600], Yi EG < LD; 希望 在 
开 集 9 内 ,把 每 一 时 刻 的 平均 温度 EC) 维持 在 区 间 [91,9;] 内 ， 为 
此 设置 穿 过 00 一 工 的 可 以 调节 的 热源 

入 们 研究 应 当 怎样 规定 这 些 热 流 ( 代 数 的 ) 以 便 用 最 小 的 帝 用 
得 到 所 希望 的 结果 。 可 以 假定 费用 正比 于 所 要 求 热流 的 一 个 雯 函 
数 的 积分 : 


应 满足 的 方程 和 条 件 是 : 
(2.27) uld — An = g 
Ce 是 * ie AOTRE RRO 
令 
(2.28) ED) = (Mesa) feat) dx 
BR 
(2.29) AC) € [Oe) OA) 
求 了 上 的 函数 plr), 使 得 当 
(2.30) —Əujðn = p (Visp.p. FT), Y: 


时 {2.29) 成 立 , 并 使 在 每 一 时 刻 形 为 
«230 Gp) = | 


的 给 定 泛 函 取 最 小 值 ， 这 里 1 一 F(r,4)C2€ R) 是 一 个 给 定 的 函 
数 ， 函 数 王 的 可 能 选择 是 

i) FCO,2) = [2] 

ïi) F(:,4)= 7 

äi) FO,a) = at 

iv) Fea) =r, $3. U0 
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3. 温度 控制 和 半 渗 透 辟 问题 的 变 分 提 法 


我 们 现在 要 把 第 2 节 中 的 问题 表述 为 “ 变 分 不 等 方程 ”的 形 
式 。 为 使 间 题 的 提 靶 更 确切 、 所 需要 的 汉 函 分 析 工 具 将 在 第 4 节 
给 出 ,问题 的 求解 在 第 5 及 其 后 各 节 讨论 。 
3.1 记号 


设 * 和 "是 两 个 定义 在 9 内 的 实 函数 。 只 要 下 列 各 式 有 意 
RTS 


(3.1) a ,8) 一 人 Wyte de 

{3.2) (u,v) 一 人 uv de 

对 定义 在 上 的 函数 p4 有 

(3.3) Cond) = | par 

HF +e0 re 10,T[ 的 函数 ,引进 

(3.4) Q=0X 1]0,7l, =r x 10,T[ 


设 * 是 一 个 定义 在 8 内 的 ( 实 值 ) 函 数 , 令 


ae) = a+ y) = BK + — ular) 
Ce) = 64x(7)18r 一 ER x —> 0u(x,1)/01#, À 


PR 我们 将 使 用 函数 4 —> p), 1ER, CH FER 
(3.6) 4 一 (4) Re FÉES AR (sci), BUÈÆ] 一 oo 
+ ]3 且 不 恒 等 于 十 00。 

我 们 区 别 具 有 性 质 (3.6) 的 函数 的 三 种 类 型; 

G3.7》 1 型 函数 %:1 一 由 (*) 是 一 次 连续 可 微 的 

例 3.1 (图 6) 


(3,5) 


D 在 第 4 HARRE. 
2) Ame AR “+007, 


Z 


YN 


h Th 入 
图 6 
aa — hi}, ASAs 
ml EE 
aka — hY 22h 
0 <a, £i 
(3.8》 2 0WER p pa) KEERT EL HE SEE API . 
À 3.2 (47) 


tv 


>t 


>- £ 
图 ? 
gA B) Sh 
t, AERA 
1) 一 
+) ai h), 22h 
an << 0 
(3.9) IPAR D : 2 —> PCA) 取信 十 % 
4 3.3 (A 8) 
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wia) 


hs hz x 
图 8 


[jela A) EA 
10。 EEES 
OT hoo, 1>4, 
(mn <0<8 0 
HR VER TER F. e 


(310) PORTO 
或 

Gan) P) = |, BOE) de 
RERERAEN. 


EU 注意 ,在 6 是 3 型 的 情况 下 ,加 不 是 “处 处 "定义 的 ;如 
在 例 3.3 中 , 泛 函 (3.10) 仪 当 "(*) < Alp 时 有 定义 ,日 

注 32 同样 可 以 考虑 (适当 地 ) 依 赖 于 *eT 或 *eg 的 一 族 
ER D: “4 一 下 (x32)”; 这 时 引入 


(3.12) PO) = |, rs car 
或 2 
(3.13) pC) = | osot)? de D 


1) 在 第 4 节 和 第 5 节 将 确切 说 明 . 
26e 
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我 们 首先 考虑 发 展 和 稳定 变 分 不 等 方程 间 题 ， 尔 后 我 们 指出 
这 些 问 题 "等 价 于 ”第 2 节 中 所 遇 到 的 问题 . 

发 展 变 分 不 等 方程 ? 

求 一 个 函数 :一 xD 一 x(， ,人 站, 它 满足 


GG) 一 (CD) 十 after — ule)) + ar) 
(3.14) — g(x)) > (fe — ule) 


Yv, g 由 (3.10) 给 定 
其 中 :一 = f 信 …, 从 是 已 知 消 数 , «还 满足 
(3.15) wu(0) = ms uio ELA #r,0) = mC) ,x € Q) 
注 33 ATH CGI 给 定 ,对 «Co 和 * 要 附加 边 条 件 , 例 如 
(316) ue) = 0 Ho 0 在 Tr 上 0 
稳定 变 分 不 等 方程 (“ 椭 回 型 的 ”)。 
只 需 在 (3.14) 中 取消 对 * 的 依赖 性 。 因而 要 找 在 .0 上 定义 的 
一 函数 x, SE 
aluo — u) + ge) — pe) > ee — a), Vo 
更 由 (3.10) 给 定 
着 更 由 (3.11) 给 定 , 则 (与 注 3.3 一 样 ) 肖 需 对 ”和 ”附加 边 条 件 . 


33 例 。 和 第 2 节 中 问题 的 等 价 性 
3.3.1 1 型 函数 多 (@ 由 (3.10) 给 定 》 


(3.17) 


引进 函数 

(3.18) DCA) = apada. 

由 由 的 凸 性 * 有 

GID HAAA) PO 120, Va 
我 们 将 证 明 ,在 这 些 条 件 下 ,(3.14) 等 价 于 ( 变 分 ) 方 程 
G320) WOJ) + aue) + | Olar 


D BUS PME PAT RITE FEAR NH DN E. 


. 27. 


= (fe), Vo 
事实 上 ,首先 在 (3.14) 中 令 ， 
v= ult iw, wE”, 17 0 
在 除 以 4 之 后 ,我 们 有 
CE) w) 十 allw) d LEG) 十 AX) — ICO) 
(HD,w) 
令 14 趋 于 零 , 则 有 
(wD w) tau w) + (io) war > (Aw) 
Eek w, 我 们 得 到 等 式 , 因 此 有 (3.20)。 
反之 , 设 (3.20) 成 立 , 那 么 “ 
《3.21) Ca Chose — uCe)) + aa) se — uti)) + glo) luke) 
= (HO — uG) + pe) — pluk) 


— feu) 一 woDar 

但 由 (3.19) 有 
322) FU) PU) — [out AT >0 
从 而 由 (3.21) 可 推出 (3.14)。 0 

注 3.4 着 下 由 (3.11) 给 定 , 则 (3.14) 等 价 于 
(3.23) AOME 士 (ult),v) + f Paule) vdi 

= C0) 

另外 还 要 附加 一 个 边 条 件 , 如 (3.16)。 0 

铀 下 的 是 解释 (3.20?, 这 是 一 个 分 部 积分 的 练习 。 在 (3.20) 中 


令 

(3.24) ”一 外 一 在 2 内 有 紧 支 集 的 正则 函数 
那么 (3.20) 化 为 

z (wp) + alu) p) = (HKD,P) 


| Ondar — aude de = | Karo car 


-28% 


内 而 在 9 上 的 广义 了 小数 的 意 下 ” 
(3.25) uj: — Au =], 在 8 一 Qx]0:7[ 中 

He RER: (3.25) RAWEA v 一 "Cs ， 在 9 上 分 
部 积分 ;用 0/09 记 在 了 上 的 外 法 向 导数 ,那么 
(326) G) e) — f 2e vaT + alale) 一 (Kose) 
与 (3.20) 比 较 即 得 
(3.27) | (Bukan + Puleva = 0, Ve. 


《3.28) Bu(e)/8n + Bul) 一 0， 了 上 


《3.29) 对 于 1 型 函数 Aa 由 (3.10) 给 定 ) ,问题 (3.14),(3.15》 
等 价 于 ? 求 函数 w= ulest), 它 是 (3.25) 的 解 ,满足 边 条 件 (3.28) 
(D = dojdi) 和 初 条 件 (3.15). 0 


注 35 在 (3.11),(3.16) 的 情况 下 ,问题 等 价 于 求 
(3.30) ufr 一 Au + Bn) =f, 0 内 
8.31) “=0, 3 上 | 


且 满 足 初 条 件 (3.15) 的 解 。 
注 3.6 除非 2(2) = Ra, k> 0, 间 题 是 非 线性 的 。 
例 34 设 四 由 (2.18) 给 定 ;定义 如 下 

(3.32) oa) = focus Cult 2 所 示 ) 


即 
AG — h) — 8/2 2h + gik 


FAO A), atgas A 
0, < 


(33) di) 1 
3 QG Sh, BEI + plk 


gka — h) -Ż, Sht plk 


1) L. Schwartz0109, 
2) (3-28), 3.25) TARAG. 148 15). 


29. 


w Ca) 


birgs/ky hi © 
图 9 


这 样 的 由 满足 (3.6) 且 是 工 型 的 、 因 此 ,我 们 可 以 应 用 (3.29) 并 得 
到 问题 (3.14),(3.15) 等 价 于 2.3.1 的 边界 温度 控制 问题 . 
注 3.7 在 (3.11),(3.16) 的 情形 下 ,问题 等 价 于 2.3.2 的 内 部 
温度 控制 问题 。 昌 
例 3.5 设 乡 给 定 如 下 (图 10) 
Lay, <h 
(3.34) pa) 一 | 2 
jo, 1>4 
HG G.6), 是 1 型 的 ;显然 有 


wo) 


30e 


AG — 4) ASA 
(335) PL) 一 6, 1>4 
F r (3.10), MKS (3.28), 即 
Oulel = 0, Æuts) > A 
Ou Gr}/8n + Cu) — 4} = 0 EnA 
RER EAR; M 2.2.2, f 
3.3.2 2 WAA g. 
仍 议 CA) 记 P 的 “导数 ”、 但 这 个 “导数 "可 能 是 多 值 的 。 
一 般 以 “下 微分 "称呼 这 个 多 值 郧 数 。 在 使 由 不 可 微 的 那些 点 4， El 
PC) CHE à SD, BD 


G37 OQ) = aan SUITE 的 极限 点 的 集合 
= 


我 们 有 (和 (3.19) 比 较 ) 
(3.38) KE PA) ba) — DA) — Au —1)2%0, Ve 
导出 (3.28) 的 推理 仍 有 效 ,只 要 把 B(x(x,:)) 用 集合 代替 CE 
urar) 是 中 的 不 可 微 点 ); 相 应 的 统 述 应 为 
(3.39) — (2) / On € Bulr)) 
(自然 在 下 的 可 微 点 ,(3.39) 等 价 于 (3.28 六 ， 因 此: 
对 于 2 ARR CG 由 《3.10) AE), BEG), 
C3.40) 1(3.15) 等 价 于 求 {3.25) R u= ufe), 它 满足 “ 边 条 
#7C3.39) (9 一 的 下 微分 或 余 邹 ) 和 初 条 件 (3.15). 0 
注 38 在 情形 (3.11),(3.16), 河 题 等 从 于 求 
(3.41) — (Our, 101 — Aula, — f(x, OEE ar, #)) 的 
解 , 它 满足 (3.312 和 (3.15)。 蝇 
P36 取 例 3.2 给 定 的 函数 CE 7). HA 
Lio Lh 
[g,0), =A 
C3.42) Pa = 0 À hca Lh 
Inah b= 
gs > 局 


{3.36) 


eaa 


边 条 件 (3.39) 于 是 写成 : 在 上 有 


一 BukD/an = g, “< h 
Er S Gulan LS, uk 
(3.43) 104 Ce)/On = 0, hcu <h 
O< —Ou(r}/On S gr u= h 
— ðu) [ðn = pr “>a 0 
333 3 型 函数 少 


我 们 已 经 指出 《 注 3.1)， 当 由 是 SAN, D 不 是 处 处 定义 
的 一 一 甚至 到 十 co 值 . 
这 时 给 出 下 列 定义 ?3: 
(3.44) KRME plr) 十 co 的 v 的 集合 . 
以 后 将 看 到 ,在 一 适当 的 泛 函 空 间 中 是 一 闭 山 集 , 那么 (3.14) 等 
GT 
(3.45) (CORETTO)ETICONETIO) + 10) 
— Pu) > (Ke — ule)),Vre K 
(3.46) ul EK 
设 w 是 玉 的 任 一 元 素 ; 在 (3.45) 中 取 
o = ur) + ow — ul) 0<0<1 


则 有 
CCD se — Ce) tag) w — uY + RTE UC) 
十 Bo — a(e))) PE > Gew — #0)) 
令 9-> 0( 并 重新 把 w 记 作 v) 得 
(3.47) GG) 0 — a(2)) + aCuCe) sv — Ce) + (Lo — uY) 
> (flv — u()), Yve K 


由 此 
(3.48) XE P(a(r)) 
LELE: SN ORL i 


X = O(ulr)) 


D 多 少 还 是 形式 的 。 远 定 。 的 泛 函 类 之 后 ,才能 精确 化 ， 
ee 


HFE A G) RE, LE p EnG FLD, ANT X FE 
满足 ' 
(3.49) g) — pale) 一 (Xp — ul) 20, WoE K 
的 元 素 的 集合 . 

反之 , 若 * 满足 《3.46),(3.47) 和 (3.48), 则 有 (3.45)((C3.49》 
的 直接 推论 )。 

因此 

对 于 3 NAA 少 ， 问 题 等 价 于 求 e EK 
(3.50) |(K ÉGADEX), CWE (3.17》,(3.48) 和 初 
i 条 件 (3.15). D 

当 亚 由 (3.10) 给 定 , 还 可 进一步 论证 ， 注 意 着 中 象 在 (3.24) 中 
那样 给 定 , 则 
(3.51) v= «(etypek 
于 蚌 在 (3.45) 中 可 取 (3.51), 这 给 出 

Jsp) + alua) p) = (fp) 

由 此 又 得 方程 (3.257. 

再 利用 (3.26)( 以 vo — ule) 代 轨 并 和 (3.45) 比 较 即 推出 


f, (Ou) /On + Xv — u(r > 0 
YrEKk, X E D(a(:}} 


(3:52) 


| AFS ARR OM (3.10) ME, MES 
(3:53) !/ 于 求 (3-25 ) 的 解 #s 满足 #(DEK, Ve 
| 条 件 (3.52? 和 初 条 件 (3.15). D 
W37 BAR pin FE 11): 
0, hsh) 上 


(3.54) $= +0, HE 
那么 

(3.55) K m {ojh Koh 在 T 上 } 
而 * 边 条 件 " 是 ,在 3 上 ，。 
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MES] 


h, © hz 
Bu 


L'EST CES" 


{> Ce — «lar 20, VrEK 


(3:56) 


《 因 Ma) = 0 (R (0})), R? 
u= h, => Dult) On > 0 


(3.57) h£ u< h > Dult) In = 0 
Ja = h > aG Oa <0 
ERRE. B 
(358) hmh, hea to (GX ft 9) 


这 就 是 半 裕 透 薄 壁 问题 ( 见 2.2.1). 0 
#38 取 例 3.3 中 的 上 ,我 们 有 


(359) K=trle<h FrEE} 
和 
(3.60) (Bul) 8x 十 XI — ul) 290, VrEK 


XE PCu(r)) 
由 此 
POSTES TOILE 
D 注意 (3.56) PÉRERSATREREL 
HE Gsm Pu TE 
D WEE, h 一 Ar; UE 3.2, 


。34 。 


A < ult) < h > Ouke) fön = 0 
ule) m he => Ou(:}{0n -+ K æ 0, XELLA 
POP = Ou(t)/5n+g, 0 0 


(3.61) 


34 落 干 补充 

E aleo) 满足 (代替 (3.1)). 
{3.62} DRE | ruva ae eyda 
其 中 


an e LLCO) 《如 上 的 有 界 可 测 函数 ) 
is Bab, a > 0, x E 0, YEER 
ME RH AA ENARA RAR SN RMS. RER 
类 似 的 ,只 需 艇 下 述 修 改 ， 算 子 一 公 代 之 以 满足 

(3.64) Av — (air) vy 

的 算 子 4， 而 法 向 导数 (指向 的 外 部 ) 代 之 以 8/8»,, EH 


下 式 给 定 


(3.63) 


CPR 
cos(asx 站 一 下 上 的 指向 9 外部 
的 法 线 的 方向 余弦 D 

注 3.9 还 可 以 取 

D RAT IAB alr yz)《 即 在 (3.5z) RG aa Hi + 
LE 

5) 一 些 对 * 非 线 性 的 形式 ， 
以 进一步 淮 广 情形 (3.62), 但 我 们 不 在 这 革 进 行 。 


《3.65) 


35 稳定 情形 


利用 前 面 3.3 中 引进 的 记号 ,直接 可 得 (3.17) 的 解释 .我 们 有 
TAER., . 
351 上 型 函数 村 


. 35. 


若 至 由 (3.10) 给 定 ,(3.17) 等 价 于 求 


{3.66) —As mj, 0H 
的 解 *。 满 足 边 条 件 
(3.67) Ou/5n + E(u}=0, TE 


ETH GIDÉTE,XÉT (3.16), WE 
—Au + P{u)=i, 2 内 
#0, TE 0 
3.5.2 2 型 五 数 多 
若 亚 由 (3.10) 给 定 , 则 (3.17) 等 价 于 (3.66), 附 加 边 条 件 
(3.69) —Ou/On E Plu) 
E FECL AEA. RTA 
{3.70) —(—Au—f)eB(u),; m0, TE D 
553 了 型 函数 多 
仍 以 (3.44) 定 义 下。 若 于 由 (3.10) 给 定 ; 则 (3.17) 等 价 于 求解 
a, 满足 


(3.68) 


“eK 
(370 —Au=), OX, 
[,.C@u780 + AY — mar 0, WERK 
这 里 XED) 
ETAGIDA GIDS MATRE s, 满足 
6.72) “EK 
alusy — u) + Cie — u} > (fyt — 4), 


Wve K, XE (4) 
354 ”稳定 情形 和 变 分 问题 
我 们 有 下 列 结果 :车 假设 a(w,v) = aluan), Yuso, WR 
(3.17) 的 解 上 筹 价 于 求 使 泛 函 


D E elyv》 由 (3- 了 给 定 ; 则 如 是 ,或 由 (3.62) 给 定 , 当 且 瓜 当 ou 一 aus Vis, 
注意 > 着 没有 aCuy0) = aGvsu), Vuse, WAREK. 


36 。 


(3.73) I) = 上 aluse) + ge) — Co} 


取 最 小 慎 的 (如 果 它 存在 )， 这 里 下 确 界 是 对 满足 

. pe) < 十 oo 
的 所 有 函数 v 取 的 .车 于 由 (3.11) AE FOR A, g v = 0 
T”, 

这 个 结 肾 是 下 述 一 般 结 果 (Lion [2], Æ1MDNiEIS. 设 
KK 是 Hilbert 空间 Ee 里 的 一 个 闭 凸 集 ， 天 和 天 是 天 一 及 的 两 
个 凸 连 续 函 数 ,函数 J 是 可 微 的 ， 函数 有 ;可 以 不 可 微 ， 则 下 烈 两 
条 件 是 等 价 的 : 

(3.74) EK, JUU) + JA) = WELO) + J] 


(3-75) EK, (ie), =a) + h) — ha) 20, WEK 
EREE ZA, AER ,这 可 推出 所 要 结果 ,只 需 令 


Lite) = E alese) = G), RO= wl) 


(3.76) 
IK = {oulg(r) < co} 
现 证 (3.74) 和 (3.75) 的 等 价 性 。 设 * 满足 (3.74); 对 玉 中 的 任 
意 的 和 6€10,1[, 有 
Tn) + He) Je + Ov —u)) + Je + ble — uy) 
< hle + ol — u) + UL Aha) 
+ 07e) 


由 此 
OIJ Cu + Co — u)) JL + Jo) — JC) > 0 
& 8 — 0 8h48 (3.75), 
反之 , 设 “ 满足 (3.75], 则 
(3.77) J) + Jo) — Tn) — pln) 
= CHIC) sv — a) + Jo) — J(x)] 
十 Cao) — Aie) — CiGe),e — uY]; 


D 下 面 将 明确 定义 业 的 匡 。 


~ 


由 (3.75),(3.77) 右 端 第 一 项 20,46 d 的 西 性 ; 2 20, 由 此 
BDS (3-74). 0 


4 若干 泛 函 分 析 工 具 


正如 在 第 1 节 中 不 置 述 连续 介质 的 完整 理论 一 样 。 本 节 也 不 
介绍 Sobolev 空间 的 一 般 理论 .我 们 仅仅 引进 一 些 为 理解 本 节 内 
容 而 够 用 的 基本 知识 ,有 关 定 列 ( 例 如 启 面 的 名 定理 ) 的 证 明 ,请 参 
见 文献 。 sc | 

以 后 。 我 们 还 将 在 需要 时 复习 Sobolev 空间 的 更 详细 的 结 
果 、 ` | 


41 Soboley ff 
在 Re EUR CES FFM 
1) LXQ) 一 SE FAURE OO DURE CR) AT CP 是 给 
定 的 数 , 1<2< ©): 
GD Mes, Hart)" <o (poo) 
(42) .lhe = sup ess 1f) < oo 
赂 以 范 数 (4.1) 或 (4.2 LCA) 则 为 ~ Baonch BR E ?一 2, 
LO) 是 一 Hilbert SI AE GY (其 中 一 2) 相应 的 内 积 
为 
(43) > Gage | ADEE 
D 多 (9) 一 CHORRERÉRAORRSNBE TE 
列 ? pi, 我 们 说 在 DCO) 内 pi 一 0， 如 果 
D wi ORRA OT ER EK. 
D Ve, 在 入 上 一 致 地 Depi 一 0， 其 中 令 
D 所 考虑 的 空间 都 最 实 盘 的 
2) ML. Sehwarzil], CO) 的 丘 扑 由 0 的 一 个 基本 邻 城 系 证 尽 。 
-ase 


Bitte 
Oxf- xt 

3) (0) = 0 EL C” RAS RAAE 

suplD*pCx)l 

事实 上 这 是 一 Frechet 空间 . 

4) m2) 0 上 的 广义 函数 的 空间 = PA) 上 的 连续 
CRE (spn) 一 0: 若 在 (0) 中 -> 0) 线性 型 9 一 《和 9) 的 空 
W. 车 (jsp Gp), Ype D), RAE D'O) fi — 
fe 


(4.4) Dp = 


Pr am os) 


广义 函数 的 例子 
i) Kaca, Wool) 在 PO) LÉ: 这 是 在 点 at 
的 Dirac 质量 。 记 为 


Pla) = (la), p) 一 p 5(z — a)ptodr 

这 里 把 广义 函数 写成 通常 的 函数 形式 (今后 总 这 样 作 ) 
D SELG), M 一 | pts 在 DO) 上 是 连 
续 的 ,因而 由 


LF p) = fiat 

定义 一 广义 函数 了 。 BAS 1 一 了 是 单身 的 , 即 不 局 的 对 应 不 同 的 
了 , 因而 可 把 了 与 f 等同 看 待 ， 于 是 有 
《4.5) L(a)cæ'(Q) 
AM LA D'CO) RS 7 是 连续 的 ?3 事实 上 ， 若 在 
LIA) A fi — 0, WE D'O) A fio 

Hicr co, D'O) WEEN LO) 可 满足 如 下 关系 ; 
JEDO), HERM c E 
1e) S helen Ve € D) 
其 中 六 是 乡 的 共 斩 指数 ,定义 如 下 


(4.6) fe LD) 4> 


1) 今后 若 X 和 Y 表示 两 个 拓 半 向 量 空间 ，“XCY” 意 味 着 : 代数 的 包含 关系 连同 
相应 的 诺 续 的 单 射 。 


3 


i + 工 一 1 
r p 
蕴含 关系 “全 "出 对 I <p S oo 成 立 的 不 等 式 


IGADI Are leleoa 


(4.7) 


推出 ， 
TAARA "+", EE, # po 1, o = oo, i ao) 在 

Le(C9) HME h EELO) CESA LO) 的 对 偶 空间 ) 中 存 

HE hes Gp) — (se), Yp E PCO; 把 办 和 上 于 等同, 即 得 结 

果 。 

Gi) 车 fe DO), 对 We 定义 Def e D'O) MF: 

GS) Die) = (1G, Dep), lal = a H + 0, 
另外 ,从 D'CO) 到 D'CO) 的 线性 映射 1 一 Def 是 连续 的 。 
Sobolev 空间 #"2(Q3 
加 下 式 定义 的 空间 称 为 LCA) 上 mm 阶 的 Sobolev 空间 

IJ WPCA) = {ls € LICO), D'r € LOJ, Jal < m} 

记 之 为 wrv(0), WA 

(4.10) Meter 一 ( 5 He 和 ro 


Tale 
它 就 有 是 Benach 空间 . D 
2 一 2 的 情形 是 基本 的 .为 了 简便 , 记 


(4.11) WAO) 一 HO) 
其 上 赋 以 内 积 
《4.12》 (uv) = D) (D'u, Dw} 


taam 


则 它 成 为 Hilbert 空间 0 

第 一 个 迹 定理 。 注意 ， 除 一 维 情形 外 , ALO) 中 的 函数 "不 
必 在 9 上 连续 ,更 不 必 说 在 互 上 了 ; 但 仍 可 定义 一 这 对 于 应 用 
是 绝对 必需 的 一 -+ 在 0 的 边界 T 上 的 信 ?. 


D 更 一 般 地 ,在 上 内 的 一 个 » 一 工 维 正 则 流 形 上 。 
-40 。 


我 们 将 假设 
(4.13) 2 是 一 有 界 ? 开 集 ,其 边界 是 一 (= — 1) 维 一 次 连续 可 微 
流 形 , O 局 部 地 在 了 的 一 侧 . 

太 们 证 明了 (例如 Lions-Magenes [1]。 第 1 章 ) 
(414) ED EEO) 中 稠密 ， 
这 里 (0) 是 如 上 的 一 次 连续 可 徽 画 数 空间 , 

对 ve MD), 令 
(4.15) Fo 一 yz = “y Æ T ERIE” = v ET ERE. 
又 令 
(4.16) LXT) = {ff 在 TIT 上 对 于 测度 dT 可 测 且 平方 可 积 }， 
(4.17) Gr = f rear 
人 和 们 证 明了 ( 鲍 如 见 上 面 引用 的 Lions-Magenes 的 著作 ): 

定理 4.1 在 假设 (4.13) 下 ,可 用 唯一 方式 定义 vz€ 本 (9) 在 
F ERDHE vor 一 7v ,使 得 当 v《 ED), ro 和 通常 的 定义 (4.15) 根 
局; Yov € LT}, HS v — rw 从 于 (98) 一 LAT) 是 线性 连续 
的 . 

HA A e Der h AIA a) — H'O) 是 线性 连续 的 ; 
于 是 可 定义 
(418) ErDro)]lel < m — 1), RE v eHO) 
事实 上 ， 由 于 知道 了 ”在 工 上 的 值 ， 恒 可 求 出 它 在 了 上 的 切 向 导 
数 ,用 阶 数 S m 一 1 的 法 向 导数 代替 出 现在 (4.18) 的 集合 中 的 导 
数 更 合适 : 
(4199 vo 一 {v,ðo/ ðn,- .Ort Ban} € (LAT))™, 
当 v €E H"(Q) 0 

注 4.2 7 的 核 在 下 面 起 重要 的 作用 , 令 
(4.20) HKO) = vo tk = {o]v € HO) ra 一 0 
更 一 般 地 


D 着 8 无 辕 ; 其 边界 有 界 ， 则 下 硬 的 定理 4.1 pA% Er ER, vo 可 按 定 再 
ALLEL CET LARME IRA. 


esla 


(4-21) HCA) 一 《4.19) 定 义 的 > 的 核 = tvive RPO), 
Yo =a 0}, 

我 们 有 
(4.22) H?(9) 是 HO) AFE 
从 而 A6 CO) 对 于 由 五 "(9) 的 结构 导出 的 结构 是 Hilbert 空间 . 

注 43 人 们 证 明了 (在 前 面 引用 的 Lions-Magenes 著作 ) 
(4.23) DIO) ERO) HAR. 
于 是 HEO) 上 的 所 存 连 续 线 性 型 等 同 于 9 上 的 一 广义 函数 。 用 
HO) 表示 在 这 个 等 同 之 下 HIO) 的 对 偶 空 间 ; 于 是 
(4.24) HF(O)CLA0) (= H(S))CH”"(Q) 0 

注 44 定理 4.1 在 下 述 意 义 下 不 是 最 佳 可 能 的 ,映射 "一 
ro H HO) 一 LO) RERO HO) 在 Yo 下 的 象 不 是 多 
空间 LC), 一 一 译注 ), 为 了 刻 甸 (0) 在 7。 下 的 象 空间 ,必须 
引进 一 些 补充 轿 念 。 0 

FEHR”), s 不 必 是 整数 ， 在 9 — R* 的 特殊 情形 ， 可 用 
Fourier 变换 定义 HR), 若 v 是 一 具 紧 支 集 的 连续 函数 、 则 
其 Fourier 变换 定义 为 


(4.25) 0E) 一 | pC—2ris + Fv Cr) 
其 中 


到 Emi, 
人 和 证 明了 (Plancherel 定理 pe LRG), A 
(426) lleg 一 lv lrcney 
于 是 可 由 连续 延 拓 对 每 一 个 ve《 LCR) 定义 2。 了 映射 > 一 2 是 可 
逆 的 ;着 ?一 w, 则 v ~ vj 在 LXR?) 中 的 极限 G 一 + oo), 
其 中 


nE ~ f ag APU + EOCENE 


此 式 还 可 写 为 


42>» 


vO) 一 人 expCxix + DOC 
Re 


由 此 可 验证 
{4.27) pvEH"(R*) > + PP) € LRE) 
于 是 自然 定义 
(4.28) HCR”) = {v| C1 + 1512) 9 € LRO} 
ENTER 
(4.29) LAPS O + DATES 
是 一 Hilbert 空间 。 Hs 一 m 时 这 个 范 数 等 价 于 由 (412) 定 义 的 
x“. D 
注 4.5 定义 (4.28) 对 * < 0 亦 成 立 。 4 HR) SAFH 
对 偶 时 ,我们 有 ?> 
(4:30) HR”) = (HTCR°)) 
对 :一 一 m0 一 R, 就 又 得 到 在 注 4.3 中 引 人 的 空间 。0 
注 46 空间 下 有 下 列 “ 局 部 ”性质 ; 
Vp DCR"), pre HR"), Wv € HR”) A 
映射 + 一 pv 从 HR) 一 H (R) 是 线性 连续 的 。 
有 了 性 质 (4.31)。 即 可 对 Ys 定义 HT), B oE 
XET), 再 令 
(4.32) HT) = (HT) 当 g <0 8 
对 函数 ”《 LT), 民 助 一 族 局 部 图 和 从 属于 它 的 一 单位 分 解 
h 令 


(4.31) 


Ye 20r 《有 限 和 》 
再 定义 e 在 R 内 的 象 【 即 grw 在 局 部 图 中 给 的 向 胚 之 下 对 应 
的 定义 在 全 空间 R° “上 的 函数 ); 若 所 有 的 9,z 的 象 都 在 H (R) 
中 , 则 说 ve HT) 5 E w Æ Oue 的 象 , 则 在 下 CT) 上 取 (Hilbert) 
范 数 : 


D 一 般 地 ,X' 表示 的 对 全 空间 。 
. 43. 


(4.33) teken 一 (© PASS ay 


由 (4.31), 这 样 定义 的 空间 HT) 不 依赖 于 局 部 图 的 族 和 单位 分 
解 的 选择 ; 范 数 (4.33) 依赖 于 这 种 选择 , 但 所 得 的 不 同 范 数 是 等 
价 的 ， 因 此 ,空间 有 A(T) 及 其 拓扑 的 定义 是 内 在 的 ,但 其 范 数 则 不 
然 . 0 

第 二 个 速写 天 

现在 可 以 下 列 定理 补充 定理 41, 

定理 和 2 ”在 定理 4.1 的 假设 之 下 ,映射 > 一 yox 从 HI(0) 一 
HOI) 是 线性 连续 的 和 满 射 的 . 

证 明 参 见 ,例如 Lions-Magenes [1]. [0 


42 应 用 : hk K 


仍 采用 第 3 节 的 记号 . 

首先 注意 ， 由 (3.1) (3.62) 定义 的 双 线 性 型 alo) 在 
H'(9) 上 是 连续 的 ,我 们 已 验证 了 这 一 事实 。 另 外 ,条 件 (3.16) 可 
写 为 

ue) EHO), v € HA) 

为 了 明确 稳定 不 等 方程 ( 见 3.5) 的 意义 。 只 剩 下 对 ”< 下 (2) E 
Xow). 

EZET MC IO)CÉRME XORA. RREH 41, 
Borl) 在 T 上 是 几乎 处 处 有 定义 的 ， 从 而 (v(x)) 亦 如 此 。 F 
是 设 


€4.34) E m (11G) A FR} 
RÉ ERAADA FRA). 
于 是 令 
(4:35) K = {vv € HCO), v(x) EE ppxer} 


由 定理 4.1。 我们 有 
(4.36) 集合 KK 是 HMO) FAIRE. 
作 恨 设 ( 并 非 必须 , 见 下 面 的 往 4.7]: 


4. 


| 函数 至 多 在 E 上 在 无 穷 远 是 平方 增长 的 
€4.37) (CEE RE, XX RE ).U (A1) € cw 十 
Car 5; 为 适当 的 常数 ,4& EE。 
于 最 对 veEK,， 有 (v(x))e LT), 可 令 


(4.38) rt) 一 f. PUT 0 


注 47 若 (4.37) 不 成 立 ， 只 需 以 (435) 和 条 件 “pee 
ZL'(T)” 定义 KK。 情形 (4.37) 的 限制 是 为 了 简化 叙述 并 且 对 应 用 
Erw. D 

EEK r> yl) 从 乓 一 县 连续 ; 事实 上 ,由 Krasnosel*skii[1] 
CEHE 21, 22 HMS 一 上 (sz) 从 LAD LT) 连续 。 另 
外 ,由 地 的 凸 性 ,函数 v — pe) 是 凸 的 日 

在 得 由 (3.11) 《形式 地 ) 定 义 的 情形 下 ,引入 

K = {v|v EHO), v(x) € E,p.p. F O} 

在 假设 (4.37) 之 下 * 有 和 前 面 同样 的 性 质 、D 


43 向 量 值 函 数 空间 

为 了 确切 表达 第 3 节 提 出 的 发 展 问题 。 我 们 需要 进一步 的 工 
具 , 现 在 就 来 引进 它们 。 

设 天 是 一 个 Banach 空间 ,其 范 数 记 为 | jx; A L'(0,T:X) 
表示 从 [9,T] 到 X( 对 于 测度 2]) 可 测 的 函数 (类 ) /> f(z) 的 空间 ， 
满足 


(439) (D Rd)” = Hero < © P 00) 


(4.40) lletra — sup essi G) ix 
MOD 


这 是 一 个 Banach 空间 . 
用 DTX) 记 1]0,7TL 上 在 闫 中 到 值 的 广义 函数 的 空 
闻 , 其 定义 是 
(4.41) D'AT) = LB TI) XY 
其 中 按 一 般 的 方式 A (Y; X) 表示 从 Y F) X ÉURE SR PE RES AUS 


4 


4, 
一 个 函数 ELCO, T; X) 对 应 一 个 10, TL 上 在 关中 取 值 的 
广义 函数 了 , 满足 


(442) KD = (op, pe DTD 


(这 明确 地 定义 了 一 个 从 DOTO 到 x 的 连续 线性 映射 一 
Ao 映射 1 一 了 是 单身 ;因而 可 把 了 和 等同 。 另外 ， 若 在 
LPC0, 了 了; 六 ) 中 >0, 则 在 B01]0,TIE;X) 中 了 一 0， 即 对 任意 
PE DOTE), FP 一 0，( 于 是 我 们 有 


(443) L'(0,T3X)Cæ'(I0,TI:X) D 
HE DO, TLX), 定义 diff et = FOUT: 
(444) FEC = (IPH), Yp E (10, TE) 


BRENT FPE D'(10,TI:X). MF, BRAS f — fe 从 Do, 
TX) 到 其 自身 是 连续 线性 的 . [0 
以 后 经 常 遇 到 下 列 情况 : AMYRA Banach ZE, Pi 


Æ  、 
(4.45) XCY 
设 给 定 " 满 足 
(4.46) » € LP(0,T:X) 


于 是 其 导数 def de 定义 为 DAIT) 中 的 一 个 元 素 , 符 别 (由 
F BAT IC (DN, TL;Y)): 


(4.47) doi ds € W'(10,T[;Y) 
现 假设 
(448) dei de € LA(O,T:V) (1 < a < 00) 


于 是 , 棱 夺 一个 零 测 储 上 的 信 进 行 可 能 的 修正 之 后 "从 l0, 
THYS. Ü 

这 个 结果 不 是 最 佳 的 9; 我们 将 对 一 种 特殊 的 空间 对 子 {X,Y》 
精确 之 一 一 这 种 对 子 本 书 以 后 经 常 使 用 。 


D D J. L. Lions 和 上 Peetre (13. 


«dé 


BVAHER EG Hilber El, KERISE | |, 


1 1, 如 上 的 内 积 记 为 (,); 假 设 
(4.49) VCH?, V ÆR HME 
忌 等 同 于 其 对 侦 空 局， 于 是 H 等 同 于 VV 的 对 偶 空 间 VY 的 一 子 空 
闻 , 由 此 
(4.50) VCHCV' 
#1 4.1 


V = Hÿ(Q}), H= LQ), V = H7"(Q) 
#4 4.2 
V = H"(Q), H = L(Q) 

V 不 是 如 上 的 广义 函数 空间 《因为 DO) EH) RARE) 
ü 

ik o RE HE 
(4.51) vE LO,T; V), dojde € L'(0,T3V') 
我 们 有 (例如 见 Lions-Magenes[1], 38 1 #) 
(4.52) 在 对 v TER LAEE #9 6 IE, PA 
+ 一 vb?) NI0TIAHÉS. 0 


5. 第 3 节 中 发 展 变 分 不 等 方程 的 求解 


51 问题 的 最 图 提 法 


为 使 理论 的 介绍 更 清楚 ， 我 们 要 推广 第 3 节 中 问题 的 提 法 . 
511 VV, 条,V Malu, 的 给 定 
给 定 三 个 如 (4.49)、 《4.50) 的 Hilbert 空间 和 一 个 定义 在 VV 上 
连续 的 ,强制 的 双 线 性 型 sv 一 akws,v), RON 
6D 存在 “< Ra > o pe? 
ale, e) + clo)? Sael, Yoe Vv 
A51 V= HE0), ah GAE. 则 (5.1) 成 立 。 例 如 


1) 于 是 存在 一 个 常数 <, lel civh， Veep, 
D ER, lol 《相应 地 lv 让 表示。 在 本 CV) 中 的 范 数 . 
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c=], u= 

A52 V = HCO), e h (31) RE. 则 (5.1) 成 立 。 其 中 
“一 0.0 

5.12 SAW 

BE V > RHAN >p), 满足 
62) EH "一 下 (>)》 ERRI XF VDS 

拓 是 s.c.i 的 ,在 ] — co, +o RES 

存在 六 上 的 一 族 可 微 函 数 w,5 满足 


Ve e LX0,T;V) 有 
59 p god 一 ZOT si 00 
(54) FEV RATÉ REJ pi, 满足 
` Fle = 0, Vi 
Ave, o — vE LOT: VHE 
(5.5) 的 且 [uea 去 常数 。 刚 fminf KZO 


CAOZ: 


注 5.1 (5.3) 一 (5.5) 不 是 必须 的 ， 见 H. Brézis[1],[2]. 但 
这 对 我 们 的 巨 的 来 说 是 充分 的 ( 见 后 面 的 5.3). 

513 问题 的 提 法 

利用 引进 的 记号 ， 可 以 看 到 所 下 到 的 所 有 发 展 问 题 都 可 纳入 
下 述 结构 ?: 求 函数 w, 使 得 
(5.6) ue LOTY), wE LAOTSV') 

对 几乎 所 有 的 :和 we V,# 
{5.7) Ca Ce)20 — ule) + alul) 9 — wt)) + ge) 
PUU) PF — e), Vo EV 

(5.8) #0) = m 
m EV RA EAE Po) < ceo》 了 在 LX0,T;V') 中 给 定 。 


D BAE ((5.2)--05.5), ARE 5.3 进行 。 
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5.2 主要 结果 的 陈述 

下 面 我 们 将 得 到 “ 强 * 解 (尤其 是 改进 了 (5.6)). CORRIE 
介绍 “ 弱 ” 解 理论 ,可 参考 Brézis [11,02] 和 Lions {11.) 为 此 ,对 
已 知 的 1 和:w 要 作 很 强 的 假设 : 


(5.9) ff € LIC0, TP") 
存在 和 € V, 满足 在 VV 中 uy -> 如、 对 每 一 
C5.10) 个 uo 存在 KE H, 满足 


Cu» V) + CR) v) = Che), Yee V 县 
Al < 常数, 当 7 一 co 时 

定理 5.1 假设 条 件 (5.1)--(5.5) 和 《5.9),《5.10) 成 立 , 则 存在 
唯一 的 函数 * 满足 
(5.11) we€ LAOTIV), wE LAOT; VN LOCO, TH) 
和 (5.7), (5-8). 
定理 5.2 CRIES ASER SIJA. 设 wi 是 下 述 问 
题 的 解 ` 
(5.11) weELAOTIV), uE L0,T:V)NL®(0,T:H) 
C7» Chro 一 GU) + aCuiGe} so — nG) + WAY 

— pll) PFO) Wwe K 

(5.8) uO) = 80 
定理 5.1 的 解 为 4, 则 当 j 一 co 时 ,我 们 有 
《5.12》 wi->w (在 LX0,T;V) RE 
C5.13) wire 《在 LX0,T3V) ERE L°(0,T:H} 中 能 类 

ÆS2 由 于 名 是 可 微 的 , 则 《5.7 等 价 于 ( 风 3-3.1) 
G44) Char) + eue) o) + (PHE) Jar) = FE) sr), 
Voery 


1) 因而 # 从 [027] Av if, 
r r 
D # |, O pa Os FD pe LOTIR), M hot 在 
EMOTIA He, 


4. 


the 
(515) =y; D 
注 5.3 定理 5.2 说 明了 第 2 节 中 形式 地 取 极 限 的 合理 性 . 0 
在 证 明定 理 5.1 和 5.2 (后 面 5.5 和 5.6) 之 前 。 对 于 第 3 节 中 
的 例子 我 们 来 验证 条 件 (5.3) ,C5.4),C5.5)。 


5.3 条 人 忻 的 验证 


对 下 述 例 子 验证 所 用 方法 是 一 般 的 。 假设 少 由 例 3.3 (图 8) 
给 定 , 而 


(5.16) TOL Í, HAr 


我 们 引进 4 CR 12), 
ELA — h) Af, AS h + Bi 


Lan? a+mi<i<h 
wa) = fo, hEeiSh 

HO ny, hih +l 

iQ — h) — il, hatia 


然后 r 定义 为 

(5.18) UKo) = | acer, ve CO) 

那么 (5.3) TEEBA, B, 对 gy — Wi), (SA) RY. MT 
ERIE (55), 


由 紧 致 定理 (例如 见 Lions-Magenes [1], 1 章 ) 得 到 、 若 
v; — v, ðv;fðr —> ðv jar (EE LX0,T:H(0)) PR) 


(5.19) eve, © LE) 中 强 
另外 ,引进 M 如 下 : 
0, F1i<h 


L 
二 (4 一 局 Hh<Ii<h+! 
(520) MO— zC dl 


2 一 名 一 主 ， Éh+i<it 
那么 
z 
GD [i wa — | pas if mes 
又 :由 于 
face ee 


故 
f M Cvi z — 0 
z 
而 由 《5.19) 
Í, MG > {, M(o)dE 
出 此 
(5.22) f. M(0)45 = 0 
从 而 
(5.23) Shs pp. EISE 


现 令 


ste 


aQG—-h),1<4 


L'ER 

-= -i 2h 
BKA 4) — 8/25, ah + eff 

ai — à + fi il 


0 LEE 
我 们 有 


Ga) | was >| oaz 
= {Caz + [ «ce — oC))a5 


但 [cena] < eri 


f OCoÿ)8 + | OCv)a3 = (由 (5.23)) fa 
x r o 
于 是 (5.24) 给 出 

lim int | CDs > oa 0 


SA 其它 通 近 方式 


定理 5.2 在 应 用 中 归结 为 用 1 型 函数 d 逼近 (在 适当 意义 下 》 
IRER b. 

逼近 的 进行 是 通过 正则 化 (在 中 不 可 微 的 那些 点 的 的 邻 域 ) 和 
补偿 (在 4 一 十 co 的 点 ). 

在 定理 5.2 中 还 能 假定 泛 函 wi 处 处 有 限 而 不 必 可 微 . 

这 归结 为 只 用 补偿 法 逼近 由 

若 我 们 取 5.3 中 的 例 3.3， 则 可 用 如 下 定义 的 d U 13) 
“WE” e 
(5.25) pa) = 


Ha), 1h 
IA — h), 12h 


-520 


ww) 


ej fw) 


Æ 13 


SS 定理 5.1( 和 5.2) 中 唯一 性 的 证 明 


设 * 和 wx 是 两 个 可 能 的 解 。 在 不 等 方程 (5.7 交 相应 地 , 在 关 
于 wx 的 类 似 不 等 方程 ) 中 取 y = eal 《相应 地 ,ov m uG), 这 是 
允许 的 ,再 把 两 个 不 等 式 相 加 , 令 ee 2 一 14, 即 得 
GG) aw w) S 
RCE (5-1)》 


EZ wt ow < clw OI 
2 à 


于 是 ,特别 有 


ATOS E21 wl 
de 
再 结合 wC0) 一 0, 即 证 得 w(t) 一 0. D 


5.6 定理 5.1 和 5.2 的 证 明 
证 明 的 路 线 如 下 : 
1) RI C5-14) 和 三 (0) 一 tw. 
2) 对 本 的 先 验 估计 ,导出 《5.12)》 和 (5.13), 
3) 证 明 所 得 到 的 ” 是 (5.7) 的 解 .0 
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5.61 (5.14) 的 求解 

设 ws wo … EVIE, HELE: ”对 任意 m, 
zol wm REER, BARM Dijo; EV pE. 当 VV 可 分 
时 ,这 种 “ 基 " 总 存在 。 因 而 我 们 逢 了 可 分 的 假定 (这 一 条 件 丝毫 不 
RARE), 选择 wsw 使 
《5.25》 uoy 和 pi 属于 由 wi 和 w 所 张 成 的 空间 Leo, w) 

Hin CE) 定义 作 下 列 非 线性 ( 常 ) 微 分 方程 组 的 解 : 
(5.27》 en) € [zs Wa) m ww 所 张 成 的 空间 
《5.28》 Cwm wi) + amine) wt) + BA Wim vez) 

Ow EREM 

(C5.29》 wink0》 一 ro CAT (5.26), M m2 2 时 这 是 允许 的 ) 
车 


Wn) 一 DY Ea 
= 


则 我 们 有 一 个 gx 的 徽 分 方程 组 一 一 这 就 在 一 个 区 闻 [0,ze](rm> 
0) 内 定义 了 jm Ce). 
下 而 的 先 验 估计 证 明了 xm 一 T. 0 
先 验 估计 (1》 按照 (5.26) 我 们 有 
C5-30) (tinsp) + alwimCa) pi) + CPC) pi) 
= (fp) 
《5.28) IRL Eal), 对 天 求 和 再 碱 去 (5.30) (注意 , Olp) 一 
0) 即 得 
(5.31) (wfmCe) sim) 一 pi) +t a Crime) ml) — pi) 
+ Om) 一 Di) i) 一 pi 
-= (FLE) in Ce) 一 qi) 
但 ©; 是 单调 的 , 即 
(5.32) (Bu) — Ple) — v) > 0 


D LAAR r 的 导数 是 单调 的 ;事实 上 
Wae) — WE) = (Ola) se 一 HD 
交换 ww 和 s 并 相 加 则 得 (5,32)。 
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于 是 由 (5.31) 推 出 
(5.33) (gjm tim) 一 PI) + Cine) ins) 一 pi} 
< GG) sine) — pi) 
由 此 
LE lm — pr + aCunte) su, C0) 
2 de 
S Allim lE) pi) + GC) mime) 一 Di) 
于 是 〈* 表示 不 同 常数 ): 
EL CD ~ pih + alle CP 
S clan) + cle CN 
+ Halen — pl 
其 中 Nils 为 V 中 的 范 数 。 
按照 (5.4), oil € c， 故 有 


E jum) — pil? + allni 
de 
< a) = gi + alu + eC + O 
由 此 
(5.34) los(D — ql? + of lnk de 


<e 了 Iino) — pi |do 
e (14 Ç IOo) + jeu — gt 
特别 令 lem) 一 PO G, 我 们 有 
(5.35) a < e f alodo + à 
a< e(Te fkoés) + las — pil? 


根据 Gronwail RER, (5-35) 
(5.36) gQ) S dexp( er) 
由 此 得 到 
w 55 


(5.37) in € L0, T; H) 中 一 (不 依赖 于 7 了 和 ws 的 ) 有 界 集 
RE (539 中 令 r= T, NE 
(538) sim€ LO, T3 V) 中 一 (不 依赖 于 ;和 和 的 ) 有 界 集 

先 蛤 估计 《ID 我 们 现在 楼 得 到 类 似 寺 (5.37) 和 (5-38) 的 
对 ww 的 估计 . 

首先 由 (5.28? 和 (5.29) 推 出 

Cuim(0), wi) = (FCO), wai) — Lalwo, wa) 
+ (Pilos we)] 
— GE (5.10)) GO) — ks wr) 


由 此 
lia (Ol = GCO) — bwin 0)) 

因此 

(5.39) [C0 < C0) — Al 


现 对 : 微分 55.28)0; 即 得 
C540) Gone), vx) 十 altak) une) + UDNY a wr) 
= (Fe), w) 


注意 
{5.41) (Bilauiml)Y, wmlt)) 0 
这 是 因为 根据 人; 的 单调 性 有 

Cine + AY 一 Dml) Him Th) tint) > 0 
于 是 利用 (5.41), 由 (5-40) 推 出 
(5.42) [CAO AO)ETICMOM TO) 

< FC), wimls)) 

由 此 得 
(543) Le + allé OU 


< cle C0 + IG alle CON 
象 对 wm 所 做 的 那样 ,由 (5.39) 和 (C5.43) 我 们 导出 


D 当 di 是 Lrbschitz 活 数 时 ,以 下 的 推 遍 正 确 , 否 别 s 应 以 莽 商 代 痊 导数 . 
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(5.44) ni, € LOTI YIN LPC T3H) 中 的 一 个 与 j,m 无 关 的 
ARR 


ay DH SRIR 
HIF kim (0) 一 460, luoill & C 并 根据 《5.44) 
(5.45) Him € LOT: V) 的 一 有 界 集 
于 是 
(5.46) Piltin) € L~(0,T;V) 的 一 有 界 集 
从 而 可 以 取 子 序列 in， 使 


iu —> ui, Æ L”(0 TV) HE" 
Mu tj, 在 LX0, TV) 中 


(5.47) 

SAE LOTH) RE" 

Pilea) — Xi, Æ L°CG,T3V') 中 弱 * 
并 且 
65.48) lbhsonn + Iilan + 全 carso < € 
根据 (5.47)，xwn(0) — (0) VIRE, 


(0 一 #05 
在 (5.28) HA m = 好 固定 (<a), FREE 
Cw yw) + aus) + Gien) = Gowri) 

这 对 任意 不成 立 , 而 有 限 和 Liw EV hA , etH 
(5.49) (eju) + aluisne) t Gsv) = (fou), VrEV 
如 果 证 明了 
65.50) X m Pila) 
我 们 就 解 出 (5.14)。 为 此 ,可 利用 “单调 论证 ”. 
由 D; 的 单调 性 ,对 任意 pe L*0,T;V), 有 
G5D) An = Poe) — ps — par > 0 
而 根据 (5.23) 


Xa = — | Limot) + lmsein) — (atyn Jå 


3 


— om) 一 人 CoCo 一 四 
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= Eee heh — Fo ales) de 
+ [mar — [ot pa 


— fiw) smn — pae 


BF tml T) 4 (T) EVE RME 
lim sup (— wn (TD) S — 5 TON 


于 是 
(5.52) 0< im supX, <— 4 l&CTIP + + Hit? 


— [atui + Fou 


r 7 
SCT NC ON — pde 
ÉD 
SE TH E puat — facade + i Grude 


faune 
FEGSDAE 
(5.53) [EG — eee — pa > 0 
R pm u — 10,1 0,06 L(0,T3:V}); BRU 2 BD 
了 Og — Plus — 0),0) 4 > 0 
令 4 一 0 
Fee — Bw),0)as > 0, vee LO, T:P) 
由 此 得 (5.50), 0 
5.6.2 u, 和 ae 的 估计 


我 们 已 经 得 到 《5.48)。 此 外 ,由 C5-14) 推 出 (5.7))。 设 
ME LAO,T:V) 


+58. 


使 得 
fd < co 
在 《5.?7 PE v = ele) 一 vote); 便 可 推出 
(5.54) f CHÉROL ES 人 {ss — ui) + aCuisee — ni) 


+ vo) — Cavo — u) dr 
RECS. 48) A1(5.3), (5.58) 


(5.55) KZO <c 
可 取 子 序列 , 仍 记 为 ww 使 
(3.56) #5 mu, Æ L(0,T:V) 5 
` wu, Æ LOT V) AEE L°C0,T3H) 8" 


由 (5.5) 得 
T 了 
657) tim inf f yi) ds > iý OLA 


ETEV H uoj — uo H mO) — #(0) EV RRA uO) 一 zi 区 
À (5.8). 

5.6.3 (5.7) 的 验证 

在 (5.7) HR v m oG), 这 里 1 一 v0) 是 LX0,T3V) 的 任 
一 元 素 。 由 此 得 


(5.58) Gieo) + alasse) + Gite) 一 (jz — m )idi 


> G LCs) + ere + aCe) Vs 
《5.58) #83 


， 
Yy m A — È Jieha d f aluse) aa 


i 


a _ 
+ k i(wi) ds 
且 特 别 利 用 (5.57?), 则 得 


-39a 


hm inf Yi S Th — + tel? 
i > 
十 alu, u)dt + ZOL 


= (oc + ause) + as 
于 是 从 (5.58) 导 出 
(5.59) P Eese = o) t atuse — u) + arte) 


— pe) — (fso —u)}a 20, 
vre L(0,T;V) 0 


设 *< ]0,7[《 暂 时 ) 为 任意 国定 值 , we AERE. 
邻 域 族 
Ca ls — Rss + HR 
KEX” 为 
ae), 16€ 
vle) ws 160, 


于 是 (5.59) 给 出 


(5.60) fa Lw pw) + alu) + ylw) — (fs)]as 


EX s 的 


一 La Ly) + Cupu) + Ge) 一 Gou) lde > 0 


由 此 


Gen (Iod |, Dds w) + a(l], node) 


+ ge) 一 (eat 人 Ha ds w) 


— Je [ue CT A 
HG) 一 《fa 2 0 


其 中 le, 表示 Où OWE, ERR, À € 是 数 信 或 向 最 值 可 


ME, (Lebesgue E) 


. 50>» 


(Ea [sa > #6) 


对 几乎 所 有 的 * 成 立 。 于 是 由 《5.61) 得 到 ,可 能 除去 一 个 例外 点 
的 办 测 集 中 的 ;, 我 们 有 
GG) ee 一 MD)) + alu) su — ls)) + wlw) — gus)) 
> (sw — a(s)) 
由 此 得 55.7?。 由 于 极限 “ 唯一 ,到 wi 的 子 序列 是 不 必要 的 ， 而 定 
理 5.1 和 5.2 得 证 . 


6. 解 的 正 性 和 可 比较 性 
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按 通 常 方 式 LAAR v, & 
(6.1) ot = sup(r,0), #7 = sup{—2,0) 
我 们 将 应 用 定理 5.1, 在 所 有 的 情况 下 ,总 是 取 
(6.2) y = HO)? 
面 *(ayz) 由 (3.62) 给 定 , 即 


(6.3) 45,0) 一 f ER CLEA 


且 (3.637 满 足 。 

RÂRER v — et AI v — o7 JE (O) 到 其 自身 的 连续 《 实 
为 压缩 ) 映 射 ， 这 些 候 设 建立 以 后 ,我 们 要 证 明 

ERGI 设 定理 5.1 的 条 件 和 《6.2), (6.3) RIE. Kit 
VAR 
(6.4) pv) S plt), Vrev 
此 外 还 假设 
(65) 120, pp EOOH, m> 0,p.p. El RUER 5.1 提供 
AU RE 


1) V = HO) 或 例如 ,六 是 HO) 中 在 工 的 部 分 D LS SRE SI, À 
形 是 容易 的 。 


ét. 


16.6) #20, pp. 在 日 中 
证 明 ”在 不 等 方程 
(6.7) Co sv — ul)) + alw Ce) — ule) + 10) 
— FC) 2 Ge — al)) 
PR smut) FEB u G) 一 w(#) m uC), 可 推出 
《68) (GY) uT + alu) u a) + ICO) ET CO) 
> (G):47@) 


但 
(69) CPP m er) (ep) = 0) 
Ley uT E) = — (GG) 47 G)) 
从 而 (6.8) 等 价 于 
C610) Cu) ou e)) E au) T) + pG) 
SPG + (Fu) & 6 
但 按 C64), mle) — pet()) > 0, RE (65), G) > 0, H 
定义 w GI>0, KE 
GG) C0) > 0 
从 而 由 (6.10) 推 出 


(6.11) (Cu CY a) + a ud SO 
夫 (C6.11) 推 出 

(6.12) $ A (WP + als- EPA OIE 

特别 

(6.13) 各 he GE 2ele CO 


但 由 (5.5) m> 0, 于 是 (0) m0， 再 结合 (6.13) 就 证 明了 
xD 一 0> 故 (6.6) 得 证 。 日 
A6 假设 ( 见 第 3 节 》 


(6.14) HORS factor 
外 满足 
(6.15) PA) SPO, 2E 
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于 是 有 AOA) > Wa), WAER, ACARI. W 3 节 中 的 所 有 例 
子 均 满 足 狂 质 (6.15》 
Mort 设 风 由 《3.33)《 图 9) 给 定 ， 我 们 看 到 , 解 < 不 依赖 
于 4 志 0 时 的 值 。 换 喜之, 6/20 H u 之 0, 温度 保持 之 0 
《不 涉及 温度 <0 时 的 温度 控制 方式 ;这 时 ,温度 控制 只 在 于 加 冷 、 
从 不 加 热 ) D 
6.12 假设 当 4 守 0 时 J(4) = 0 M à KO Hi (1) > 
0. FH, He Dop) = 0, y) > 0, Mie 与 二 一 0 时 
的 解 相 同 即 
(wr) + aluse) = (fav), Yoe HQ) 
akO) 一 u 


(6.16) 


于 是 
OufOt 一 lanua) 一 上 
Bx/8z = 0, ESE 
w(xs0) = uC), Æ OT D 


6.2 解 的 比较 (D) 


我 们 要 比较 对 应 两 个 不 周 泛 函 更 和 汪 的 解 v 和 主 

定理 6.2 ”假设 定理 5.1 的 条 件 和 (6.2), (6.3) 成 立 。 设 多 和 
攻 是 两 个 《 具 定 理 5.1 中 更 的 性 质 的 ) 泛 函 。 对 任意 "2 (0), 
满足 
(6.17) (sup(v,0)) + FCinf(o,8)) & we) + B00) 

设 w《 相 应 地 , â) 是 由 对 于 更 (相应 地 , $) 的 定理 5.1 给 的 


解 ,其 余 规定 相同 , 则 有 
(6.18) “>ê, pp 在 人 8 中 
证 明 。 引 人 


w == supu, 8) = u + (å — u)* 


(619) Dm inf(u, 8) = å — (8 — u)t 


D 这 是 半 渤 适 壁 的 情形 , 它 只 允许 热量 进入 瑟 与 一 个 湿度 为 零 的 外 部 介质 接触 ， 
。63 。 


ER w +émut A, 

在 (6.7) 中 取 "一 w, 而 在 关于 à 的 类 似 不 等 方程 中 取 v 一 
à. & 
(6.20) 6m û— u 
EA 

—(8 ,60+) — 4(60,07) + ww) + ls) 

- — pe) — PA) > 0 
考虑 到 (C6.17), 由 此 得 
(6.21) {0°,0+) + a(8,0*) & 0 
于 是 

1e 10| + ea(g+,9 & 0 

由 此 


L E O T MOI < elo 
2 de 


由 于 wt0) me ACO) ~ 10,87 (0) = 0, 于 是 97 = 0, 由 此 得 (6.18)。 
g 


例 6.2 EAGAR M À 
€6.22) KORIKO 


不 难 验证 , 
(623) dla) — DA) € bn) — CA), Visnse > 1 
则 (6.17) 成 立 。 

例 6.2.1 例如 , 当 几 的 导数 是 增 函 数 并 且 
《6.24》 BE) = PA — 1), L > 0 
时 , 则 《6.23) 成 立 。 

这 个 用 于 温度 控制 问题 的 注释 给 世 下 列 结果 一 一 物理 上 显然 
地 一 一 着 对 同一 右 端 项 和 同一 初始 温度 ， 以 同一 方式 把 温度 控制 
在 闻 隔 (名, Aa) A Chi 十 ao; 在 十 de) PS» do > 0, DES Ch 十 
Msh: + 10) 的 温度 高 于 相应 于 (4,4) BE. O0 


ei. 


63 解 的 比较 (ID 

现在 来 比较 相应 于 同一 泛 函 鲁 和 但 数据 {f, mw} 不 同 的 解 。 我 
们 有 

定理 .3 设 定理 5.1 的 条 件 和 (6.2),(6.3) 成 立 。 设 e (相应 
#2) 是 定理 5.1 给 的 相应 于 (fon) 《相应 地 47,00) 的 解 。 设 
(625) f>f (po. FON), m 24% pp FOR 
MER TAE ER "06 HO) 有 
(626) ge) + gi?) — gésup(r,9)) — g(inf(r,9)) > 0 
则 
(6.27) #>8 (p.P. 于 0) 

证 明 ， 证 明 原 则 与 定理 6.2 相同 。 用 同样 的 记号 得 

(87,87) — a(8,07) + mew) + YG) — wu) — (8) 

> G —#0t) 

IEE] (6.26)。 由 此 推出 


(6.28) (66+) + a(0,8*) + Cf —f,9*)< 0 

A (625), G 一 了 ,0+) 20, FR (6.28) 导致 

{6.29 (8°,0*} + a(0,0*} < 0 

但 8+(0) = Co — m)* = 0 CHE (6.25)), TÆ OHC — 0, x 
(6.27) 成 立 , U 


例 6.3 车 设 亚 由 (6.14) 给 定 , 则 (6.26) 成 立 ， 确 切 地 说 
{6.30) pe) + wo) — geup(r,2)) — Elinflv ,0)) = 0 

例 6.3.1 应 用 于 温 误 控制 问题 , 这 一 结果 说 明 一 一 物理 上 仍 
显然 一 着 以 同样 方式 控制 , 设 CHAR, 0) 是 相应 于 右 端 项 f 
《相应 地 , P 和 一 个 初始 温度 w (相应 地 , 各 ) 的 温度 ; # 1272 
u > â, NRIS >ê p.p. 

特别 。 若 由 由 图 9 给 定 且 m(x) 2 C) 满足 

OS anG) SG), WA rss) Ze) D 
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7 稳定 问题 


现在 回 到 3.5 的 情形 ,其 中 
oD COPA O2 
这 里 a; € L°(0) JE (3.63). 
BEBB ole) REU aluse) + clue > EE. 
71 严格 强制 情形 
本 节 取 
(7.2) V = H0), 9 ERRARTE 
于 是 在 条 件 (3.63) 之 下 有 
(7.3) atr,r)> af, CAE PI 


但 afro) ellzl 和 to， 不成立; 反而 有 (1,1) = 0. 
反之 ,显然 有 
OA) alue) + elel? > minfa, lel = mialas dle iP 


这 里 令 1o = | oden Hoi = Bollo 
本 节 如 (3.10) PRO TX 


(75) vO) = |, ear 
或 更 一 般 地 
(76) ge) |, OCODE CEE 32) 


我 们 做 类 似 于 (5.3), (5.4), (5.5) 的 假设 : 设 存在 一 族 了 上 
的 可 微 函数 ,满足 
《7.7) VoeV, pile) — gr) 


D RR-S TAGID 给 出 时 ;有 关羽 于 下 面 的 结果 。 
+ 66 » 


(与 (5.4) 相 同 ) 存 在 中 中 的 有 界 序列 p; 满足 
gi Cp) = 0, vi 
(07.9) FF ri >v VS, ie) < 常数 , 则 
lim inf go) > pv) 
定理 7.1 设 条 件 (3.63),(7.7),(7.8),(79) 成 立 。 设 < 之 0， 
并 且 v (fe) 是 V 上 的 连续 线性 型 。 则 存在 唯一 的 *€V 满 
E 


(?.8) 


(7-10) alusy — u) + case — a) + ple) — mx) 
ZGiv—u), Vrev 
注 74 在 a(w,v) = av, u) Vu, 时 ( 见 (3.73))， 问题 
(7.10) 等 价 于 求 使 泛 函 


EAN) IG) 一 $ LeGe 0) + clef] + te) — (se) 


取景 小 值 的 *。 这 时 ,证 明 解 的 存在 性 是 直接 的 (无 须 引 入 p). 
实 上 ， 问 题 等 价 于 使 泛 函 JEE g) < co 的 v 的 闭 品 集 (可 
ESFY) 上 取 最 小 值 ; 而 函数 vz 一 JO) 是 凸 的 , 对 了 的 弱 拓扑 
是 下 半 连 绪 的 且 ( 由 于 项 ele ÉUBLA) JG) 一 十 co《 当 jl 一 
co 时 ), 由 此 得 到 解 的 存在 性 . 另外 , 由 于 > ~> JC) 是 严格 凸 的 。 
我 们 又 有 解 的 唯一 性 ,由 此 ,在 对 称 情形 下 ,定理 成 立 . [0 

唯一 性 的 证 明 , 证 明 类 似 于 55, 且 更 简单 , 设 ” 和 xx 是 两 个 
可 能 的 解 ; 若 在 (7.10)( 相 应 地， 在 关于 ws 的 类 似 不 等 方程 ) 中 取 
:一 us CARE, o = u) 并 把 所 得 的 两 式 相 加 , 令 w = u — ugs 
便 推 出 


—alw,w) — chw > 0 
电 (7.4), 便 得 w 一 0 . D 
在 车 从 证 明 权 点 " 
D 首先 以 时 代 《7.10) 中 的 gr; 因而 要 求 
(7.12) aleiyo — ui) + claus — u) + wie) — gite) 


D 这 个 证 胸 可 以 频 过 ,这 里 只 给 出 证 明 的 关键 步 圣 . 
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> Goo — 4), VoeV 
的 解 ,由 于 是 可 微 的 , 故 不 等 方程 (7.12) 等 价 于 方程 
(7.13) aluje) + elaj) + (DiGui)se) = Ge), YoEV 
其 中 令 
(7.14) b = y; 
为 了 解 (7.13) ,我 们 利用 Galerkin 法 。 如 5.6.1 那样 《we ws 
张 的 空间 ) 取 了 的 一 个 " 基 ” rw pme ce, R dim 满足 
{7.15) tim E [es* ttm] 
{7.16) ain ses) + cuims wh) + (Oui) sus) 
= Gus LERS 
(7.15), (7.16) 解 wm 的 存在 性 由 Brouwer 不 动 点 定理 推出 
(例如 见 Lions[1]， 引 理 43,53 页 )。 
am 的 先 验 估计 。 由 于 对 一 适当 的 实数 点 有 p= Eur, 故 由 
{7.16) 我 们 有 
《7.17] alwim stim — Pi) + tintin — Pi) + (Bilan) 
— Di( i) sim — pi) 
= (foun — Pi) (A Bip) = 0) 
由 于 车 单调 : 故 由 (7.17) 推 出 
(7.18) azimsatim — PE) 十 im stim — Pr) 
< (fuim — Pi) 
由 此 Ce, = min(a,c)) 


llim? cléinll + ea 


从 而 
(7.19) eol & es 
ca 为 不 依赖 于 i 和 加 的 一 个 常数 。 
根据 (7.19), 可 从 mm 中 取 子 序列 win， 满足 
{7.20) in tjs EVE 
利用 ©: 的 单调 社 可 以 指出 (网 Minty{1], Browder[11, Lions 
L11): 
(7.21) Pain) 一 Si) EVN 


6e 


Eee (745), Ih HC.. ER 


€7.22) dl E es 
2) 根据 (7.22), 可 从 u; 中 取 子 序列 , 仍 记 mm， 满足 
(723) - au EVE 


根据 (7.12), 其 中 令 v 二 vo, 00 PE Pr) < co《 而 由 《7.7)， 
Bio) < 常数 ), 即 得 


(7.24) P) < 常数 
于 是 根据 (79) 
(7.25) lim inf g(a) > qu) 


我 们 把 (7.12) 写 成 形式 
(7.26) aluat) + eluisr) + mie) — Gov — e) 
D alman) + ell + ww) 
但 Himinéla(us,es) + cju] 2 aleu) + elel 由 {7.26) 推 出 


aluo) + case) + mo) 一 (fy — u) 
D au) + clu} + gx) 
由 此 得 (7.10)。 D 
注 72 上 述 证 明 也 给 出 一 把 近 结果 : ”根据 (7.23), 用 (正则 
化 与 补偿 ) 方 程 (7.13) 的 解 w; te, ER, UT 54 的 注 ， 在 
这 里 也 有 效 ，0 


12 Bt 2 时 发 展 方程 的 解 通 近 稳定 状态 


注意 ,条 件 (5.3),(5.5) 可 导出 (7.7),(7.9)CC5.4) 和 (7.8) 是 
一 回 事 ); 事 实 上 ,只 需 在 (5.3),(5.5) 中 取 一 不 依赖 二 的 函数 ， 我 
们 要 证 明 

定理 7-2 设 定理 5.1 的 条 件 成 立 ,又 
(7.27) 1H) 一 了 《不 依赖 于 放 

设 uG) 一 ax 是 
(7.28) (wle), o — nl)) + aCufe)se — ult) + elult), ” 

= su) + pr) — pale) > Goo — ue), 
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veer 
(7.29) #(0) = m 
WR, Uile EER 7.1 给 定 的 解 , 即 
(7.30) alw,o — w) + cw — w) + pr) — olw) 
> 人 fo — w), Vrev 
则 当 :一 十 co 时 
(7.31) QG) (Æ H= LQ) 中 ) 
更 精确 地 | 
(7.32) Jul — el & eexp( 一 cc > 0 
证 明 ， 在 (7.28 欠 相应 地 ,(7.30)) 中 取 v = w ARIE uC) 
并 令 


m) = u) — w 


即 可 发 现 

im Uam) — lalm) mle)) + clmi)’ > 0 
由 此 
(733) PA Im + 20m OP < 0 


E io 有 > diet, 于 是 由 (7.33) 推 出 
-2 ( exp(2adt yim) € 0 
de 


由 此 
(734) Im) S |u — w expl —2ade) 
这 就 证 明了 (7.32 儿 同时 确定 了 其 中 的 常数 )。 口 
推论 7.1 对 稳定 问题 的 解 。 我 们 有 类 似 于 定理 6.1, 6.2, 6.3 
所 给 的 正 性 和 可 比较 性 。 
证 明 事实 上 , 只 需 在 定理 6.1,6.2,6.3 所 给 的 性 质 中 令 5 à 


于 无 穷 而 取 极 限 。 [0 
注 7.3 自然 也 可 直接 证 明 一 一 用 定理 6.1, 6.2,6.3 的 证 明 中 
的 方法 一 一 上 述 推论 中 给 出 的 请 性质 ，0 
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T3 ” 非 严格 强制 情形 
WER c = 0 的 情形 ,限于 对 称 情形 


(7.35) afu,e) = ave}, Yuve V 

于 是 问题 纳 人 注 7.1 的 结构 ,其 中 。 ~ 0, 即 下 述 两 个 问题 等 价 ; 
Re eV 使 满足 

C0730) [atupe =u) + po) — gta) > fo — 2) 


求 € VE FRERE 
(737) be = Late) + CD — Geo) 

由 于 e(1,1) 一 0， 故 当 jol 00 时 FT) 一 十 oo 可 能 不 成 
Is FTÉ-ÉMSÉRFELCSMEZS) 0 


首先 给 出 一 个 必需 的 技术 性 引 理 。 
3187.1 在 在 常数 8; > 0, 使 得 对 任意 ve HO 有 


C0738) alps) + lobar > Ale PCIe = Holaa) 
O39) alow) + (|, vary > enel 

证 明 “我们 只 证 明 (7.29), (7.38) 的 证 明 实 全 美 似 . 

olh = (aces) + (f+27) 

AV LAMEER GRR HOUSE, E Hell 0, 
B ale,o) = 0, 由 (7.3),v 一 带 数 ,又 | var = 0, ik e — 0, 

RICO) = VRUFÉRINERÆE. HSE, Won 
对 该 范 数 是 Cauchy FA PANIER :,1<i<n, vo: 是 
L'(0) 中 的 Cauchy FAE 
《740) far en 
由 于 sm 在 LLO) pif, ft Deny-Lions[1] 的 结果 推出 ,存在 
常数 如 使 


ste 


ent se, À L0) 中 


gan omies 在 (0) 中 


由 (7.41) 推 出 
f Con 十 kudr 一 f vdr 


由 这 个 关系 和 (7.40) EBH 4, —> 4, Mo, >o — k, ECO 
中 。 

考虑 从 赋 以 凡凡 的 了 到 赋 以 刷 的 V 的 映射 7( 即 恒 等 映射 )。 
它 是 线性 的 。 且 有 一 个 闭 图 象 ， 因 为 由 川 定义 的 拓 放 比 由 
遇 用 定义 的 拓扑 更 细 。 由 于 了 对 两 个 范 数 皆 为 Banach ( 实 为 
Hilbert) 空间, 由 闭 图 象 定理 (例如 见 Bourbaki [113 HEH, A 
了 连续 ,于 是 存在 常数 <, 使 

Del < dis 


由 此 即 得 (7.39). O 

由 《7.39) 立刻 推出 , 若 PCA) 当 1 一 too 时 比 线性 函数 增长 

ERCE 由 (1)/2 to, 4 2—> to 时 ) (特别 当 对 充分 大 的 

RUE pa) 一 十 co hf), loll — oo Ri J(o) 一 十 0, 由 此 立 

得 解 的 存在 性 。 
有 趣 的 情形 一 一 在 实际 中 也 是 有 用 的 一 一 是 pa) 当 4 一 

+o 或 (和 ) 1 一 一 o 时 oU) REK” RW. FERNI 


À 
(7.42) ba = limp(i}/2 
设 %+ Md- ÆDÉ TEA MAN RARE 
(743) BO 

注 74 (A) 一 (x34) 时 ,还 引 人 
(744) bala) = imb(x;2)/à 


设 这 个 极限 关于 * er 一 致 。0 


D AFA f= + oo (HS, re 一 00) 时 ,涉及 da CSM, D) 的 条 
REET. 
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731 解 存 在 的 必要 条 件 

RASE 

定理 7.3 设 条 件 《7.35),(7.42) 成 立 。 为 使 (7.36) 或 (7.37} 
存在 一 个 解 ,必须 有 
(745) f -AT < GD < |, ar 


注 75 (7.45) 自然 等 价 于 
ITI- £D S Tide IP) 一 了 的 测度 
条 件 (7.45) 推 广 到 情形 (7.44) 则 变 为 形式 


(7457) f, br &(f,1) <f, baT Q 
#76 可 以 取 fe 有 满足 

(7.46) Goo) = 人 fedr + Î, fear 

其 中 


RE LG), fe LT) CRE E HTA) 
那么 
GD = har + | narn 


注 77 在 注 2.5 的 结构 中 ,我 们 有 
+o, th 
0, Bh 


于 是 $ = 0, bd. = --00, B (745) 归结 为 
(7.47) (CADES 
若 在 (7.46) 中 取 所 二 0, 即 得 


f hdx <oû 
定理 73 的 证 明 取 。 一 Xe R。 于 是 
AD = sD aD = a fa sar— rn] 
只 有 当 (7.45) 威 立 畦 ，1(a7 M 2 to 时 才 有 下 界 ， 


e(a) -| 
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定理 7.4 设 条 件 (7.35),《7.42) 成 立 。 又 假定 (对 应 于 (7.457 
的 严格 条 件 ) 


(7.48》 人 padre GD) f, pdr 
E 

a. . à. 
(749) | 函数 中 在 使 PCA) A oo 的 集合 上 是 Lipschitz 


[的 , 则 问题 (7.36) 或 (7.37) 存 在 一 个 解 #。 
证 明 对 ve X90), 令 


(7.50) ve |r“ f var 
(7.51) Dmo—ÿ 

于 是 | zar 一 0， 而 (7.39) 用 于 5 则 得 
(752) 266,5) > BAG 

利用 (7.51) 得 

(7.53) KO = ald) — (45) 


+ rit) — (1) 
我 们 要 证 明 (这 对 定理 的 证 明 是 充分 的 》 


(7.54) IG) +o, 当 上 一 口 时 
我 们 给 出 在 下 列 销 况 下 的 证 明 ， 
(7.55) 和) 一 0, EALLA, p >I AR 


p- 和 由 + 都 有 限时 ,证 明 类 似 ，. 
根据 (7.55), 我 们 仅 限 于 函数 veE KK ,KK 定义 为 


{7.56) K = {olol >A pp. FrEE} 
注意 ,我 们 有 
(7.57) 524 


由 于 是 Lipschtz 的 , 故 存在 常数 < 使 
DLE + S) — Do) > — cr) 
因此 , 当 。 表示 不 同 常数 时 


。74 。 


(7.58) gC +5) > — col 
让 (7.52) 和 (7.58) 推 出 


(7.59) IG) > $ Ba 由 一 cl 


+a [| waar- anD] 
但 由 (7.48) 知 , 当 5 充 分 大 时 
pOr- 0 >0 


由 此 得 (7.54)， 0 

7.33 TERR PF (7.48) 之 下 的 唯一 性 问题 

首先 ,给 出 一 个 未 必 有 唯一 狂 的 反例 ， 事实 上 , KA 3.2 中 
+ (47), 那么 


t 


的 


《7.607 P+ 
给 定 f, 满足 
(7.61) GD=0 
于 是 (7.48) 成 立 
从 而 存在 Neumaon 问题 
(7.62) aluo) = (fav), Vo € HXO) 


的 解 x, (7.62) 的 所 有 解 由 zx + < 给 出 .于 是 
Au 一 Qujðvı = 0, FFE 
BE «AT LAREUREN RE ARE 4, T 4 满足 
(7.63) A Eur) S hare T 
于 是 对 所 有 常数 co RE w 一 “十 < 满足 
hE wle) Eh Er 


总 有 
alwys — w) + pv) — ww) > (se — w) 
于 是 问题 (7.36) 有 无 穷 多 个 解 . 0 
如 此 看 来 ， 唯 一 性 问题 只 能 由 汰 察 每 一 特殊 情况 来 解决 ， 这 
里 我 们 给 出 一 个 唯一 性 的 例子 。 


+ 


“7. 


vw 


Æ 14 


我 们 假定 淡 给 定 如 下 (图 14): 
gi, Faso 
(7.64) pa) 一 er >o 
(7.60) 仍 成 立 。 我 们 将 要 证 明 
定理 7.5 设 (7.35) 成 立 ,而 上 由 (7.64) 给 定 。 
叉 设 (7.48) 成 立 ? 且 


Uae) = | fdz, he (OY 


则 有 唯一 性 ， 

WERA? 设 * 和 ws 是 (7.36) 的 两 个 可 能 的 解 。 在 (7.36X( 相 应 
地 ,对 sw 类 似 的 不 等 方程 ) 中 令 v = ws《 相 应 地 ,v = u), 相 加 得 

au — Hast — us) EO 
于 是 
m—a = ct 

设 * 和 * 十 “是 两 个 可 能 的 解 。 必 须 证 明 < 一 0 r EAUX 

界 条 性 是 ( 见 (3.69)) 


DE gl Th < DIT 

D RAWERE. 

3) AMES. 

4) 这 是 一 般 的 , 即 不 依赖 于 少 由 《7.6 从 给 定 这 一 事实 
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ju > 0 + ujv, + g= 0 
u = 0 > —g <ufôv, < g 
iu < 0 > Ou/Ov, + g= 
u+ e >) [= 04/07, +g=0 
(7.66) u + e= p —p < Ou < —g 
lute<0 0u/0v, +g—0 
首先 验证 ,以 下 两 个 互 斥 情形 要 人 么 不 可 能 ,要 人 么 导出 “一 0 
(7.67) BujBvs + gı = 0, pp. 于 T 上 (或 6x/8v4 十 ;二 0， 
eP FFE) 
(768) 一 gz < ĝu/ðv, < —p, 于 ECT 成 立 , mes(E) >0 
事实 上 ,由 Au = 和 (7.67) 借 助 Green 公式 可 以 推出 


Ga = |, gar 


让 (7.48), 这 是 不 可 能 的 ;车 (7.68) 成 立 ， 那 么 由 (7.65) 和 (7.66) 得 
x 二 #4 十 c 二 0, 于 E 上 , 故 c< 二 0. 


{7.65) 


剩 下 要 考察 的 情形 是 
Guf0v4 = —gs FT 上, mes(T.)>0 
(7.69) Bujeva 一 一 8 FFE, mes(T:) >0 


T= UT: (两 端 可 以 相差 一 个 雪 测 集 ) 
必须 指出 , (7.69) 导 出 < 一 0 . 
根据 (7.65),(7.66), 我 们 有 
u<, utce<0, FPE 
“>0, #+c>0, FRE 
假定 > 0(ce < 0 时 推理 相同 ); 于 是 
(7.70) # 过 一 c<， 在 TT, 上， #70, ED 上 
但 由 (7.69), Ou/0v,€ LT), 根据 非 齐 次 边 情 问题 的 理论 ( 见 
Lions-Magenes[1]?)， 由 此 引出 
《7.717 # € HT) 


D 这 类 似 于 最 优 控制 中 的 Bang Bang, 
D BETMEN oii KAAM. 
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我 们 要 指出 2,(7.70) 和 (7.71) 可 导出 < 一 0 ， 

设 了 是 从 R 到 上 5 一 c:0] 的 投影 算 子 ; 若 pe LT), NA Pe% 
REX < — P((p(x))， RPE 喘 到 自身 《〈 且 是 一 个 压 
缩 )。 而 由 (7-70), 我 们 有 
(7.72) Pa 一 { 一 c FT, 0 Fr} 

BATUN 一 了 (精确 到 一 个 堆 测 集 ),(7.72) 获 含 < 一 0; 事实 上 ， 
在 广义 函数 意义 下 和 在 通常 意义 下 取 的 Pe 的 一 阶 导数 相同 (例如 
见 Deny-Lions[11); 根据 (7.72), Pu 的 通常 一 阶 导数 pp. 为 零 故 
Tr Epp 有 Ps 一 常数 ,从 而 < 一 G6. 0 

7.3.4 (7.48) 的 极限 情形 ?> 

现在 考虑 《7.48) 中 有 一 个 等 号 的 情形 ， 在 定理 7.5 的 结构 之 
下 ,我 们 有 

定理 7.6 设 (7.35) 成 立 , 而 中 由 (7.64) 给 定 , 又 


Gs 0) = | wars he EXO) 


假设 
(7.73) d,D= f -ar (= alrl) 
《相应 地 。 
778) CD 一 人 orarC 一 alrD) 

设 (相应 地 wa) 是 下 列 问题 的 解 3 
O75) Aum =f, Buy 十 下 一 0 f war = 0° 
《相应 地 


(7.76) Aws = fh, Bw/ O24 + g= 0, 人 wdT = 0) 


D 下 述 推理 (是 L Deny 告诉 作者 的 ) 人 异 自 “Dirichlet ZAWA A. Bearling 
和 J. Deny“, 

DESLLS TS 

3) HC7.7) CHR MC.74)) À w, GARI wr) 的 存在 性 

和 这 是 唯一 而 定 mw ARTELE AR EEE w 的 线性 条 性， 
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问题 (7.36)( 或 (7.37)) 有 一 个 解 , 当 且 仅 当 
(7.77) w, (相应 地 ws) 在 了 上 有 上 界 (相应 地 有 下 界 ) 
著 (7.77) 成 立 , 所 有 的 解 为 
{7.78) u= wite 
其 中 。 REEK N, AE 
(7.79) ET E mw t cso CHR m + ce > 0) 
注 7.8 因为 fe LAA) À ere HAT), A wE), F 
是 wlr € A(T), 并 且 我 们 已 经 证 明 ( 见 J. Peetre[1]) 这 可 导出 
(7.80) wE LT), BE we Ar) 
RE 
1 3 
-I qaes 
于 是 ,条 件 (7.77) 总 成 立 , 只 要 n <3, 即 在 所 有 实际 情形 . D 
定理 7.6 的 证 明 ”在 (7.73) 之 下 证 明定 理 。 设 * 是 一 个 可 能 
的 解 , 则 有 
(7.81) da= fh 
HCH (7.65)) —g < Oujôv,s S gie MME (7-81) 和 Green 公式 
推出 


OD + |, CuBr = 0 


再 结合 (7.73), 必 有 
x/dy4 + gi = 0 Cpp. Fr) 
与 (7.75) 比 较 , 必 有 
#=wte 
只 有 当 在 PT 上 * 志 0 时 ,* 才 真正 是 一 个 解 ( 见 (7.65))> 即 w S 
一 <， 对 于 一 个 适当 的 常数 < 成 立 。 由 此 得 到 所 要 的 结果 。 品 
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为 复习 力学 所 需 的 文献 已 在 正文 中 给 出 。 
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第 2 节 中 叙述 的 热学 和 半 滩 透 辟 问题 由 作者 引 选 : Duvant- 
Lions[1],{21. 

抛物 情形 的 发 展 变 分 不 等 方程 问题 在 Lions-Scampacchia[ 1] 中 
引进 。 而 第 3 节 所 给 的 形式 更 一 般 且 对 解决 第 2 节 的 问题 是 必需 
的 。 作者 试图 使 理论 的 介绍 和 第 5 节 中 问题 的 解答 尽 可 能 初等 。 
对 于 理论 的 其 它 方面 , 见 H. Brezis[1] ,[2] 和 J. L. Lions[1], 

第 4 节 的 复习 对 理解 本 节 是 必 不 可 少 的 ， 除 正文 已 指出 的 文 
献 外 ,这 里 还 应 加 上 Sobolev 的 [1 和 J. Netas 的 [1] 

第 6 节 中 的 方法 是 Y，Hangazean[1]】 的 变形 。 在 M. 
Schatzman[1] 中 可 找到 其 它 结果 . 

这 里 7.2 和 7.3 的 结果 第 一 次 发 表 . 

对 于 涉及 到 解 的 正则 性 的 补充 性 质 , 见 H. Brezis [2]. 


第 二 章 ”热量 控制 问题 


注意 ,阅读 本 章 需 了 解 第 一 章 的 1 至 5 W, 
对 热量 控制 不 太 感 兴 趣 的 读者 可 以 睛 过 这 (简短 的 ) 一 章 . 


li 热量 控制 


我 们 研究 在 边界 为 了 被 连续 介质 占据 的 一 个 开 区 域 Q 的 内 部 
的 温度 场 。 在 本 节 所 考 起 的 所 有 问题 中 。 当 r 增加 时 某 些 点 上 温 
度 的 变化 以 一 个 确定 的 方式 进行 控制 。 

我 们 要 区 分 两 类 控制 。 胜 时 的 和 延迟 的 . 


LI 瞬时 控制 


LLL UHR EM 
设 只 控制 边界 温度 w(x, 2). D 6 ER RATE MOT 


(L1) Ba16 — Au = f, xE Q, 1E JO, TL 
或 更 一 般 地 

(1.2) ujðr + Au— i 

这 里 . 
(1.3) Ap = — (a gp) 

其 中 的 a 满足 


an € L°CQ), aa = aj, Yi, i 
ei Eb; D ot YEER 
此 外 给 定 初始 温度 : 
(1.5) ax, 0) = wx) 
于 是 控制 出 现在 边 条 件 中 。 
给 出 两 个 例子 


(14) 


sle 


BLICHS) r 上 的 温度 被 控制 得 增加 。 这 是 由 于 穿 过 器 
壁 流 人 热量 ,这 要 求 满足 边 条 件 
qe) LG: 18r 0 Bule, ava = 09 
` dule, DJD 0 Bu(x, Döv 0 9 
PIRE) ERRER, PREO DERIT FERRERO, 控制 
要 求 满足 边 条 件 
an fe DO: > 0> dule, /Oss = 0 
7 Bula, 2)/6: < 0 => pula, /ra = — kdu la, /Or 
其 中 《是 一 个 正 数 , 它 依赖 器 壁 和 控制 系统 ,0 
EL 温度 控制 的 一 个 例子 (第 一 章 , 2.3) 导 致 边 条 件 
> 0 = ðu [ðv = 0 
— 0 => ðu ðv, > 0 


眼 (1.6) 比较 。 PURB RETR PER FEE NE E 


(1.8) 


CELZ ”如果 在 例 1.2 中 , k> oo, BAR CL7) 到 极限 就 
(形式 上 ) 给 出 按 条 件 (1.6). 事 实 上 ,在 第 3. 节 中 将 看 到 ,这 可 由 下 
列 事实 验证 ， 对 例 (1.2) 的 解 mu, 当 志 >co 时 (在 一 适当 的 拓 外 下 ) 
BREF LIR. D 

注 13 显然 温度 可 控制 得 下 降 ! 
注 14 同样 可 以 灾 求 只 在 的 一 部 分 上 进行 深 制 ， 设 在 T 
BIET = TUT, 可 得 到 例如 下 列 边 条 件 


(1.9) u= F rE, 1>0 
而 在 nm 上 、 有 类 似 于 (1.6) 或 (1.7) 的 条 件 。 这 要 视 D RE 
æ. 0 


112 内 部 温度 的 控制 
同样 能 设想 一 个 控制 系统 ， 它 由 于 热 体 密度 为 4 的 热量 流 人 
到 2 内 而 使 得 2 内 的 温 麻 增加 。 


1) p19v4 = alx )p, je0eCns xi), F RIER a PRE O AAR, 
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TÆ, Siin 
a109 ulr, a) /Br > 0 => glx, 1) — 0 
u(x /0 0 == gx, 1) = kaulan Or, k > 0 
RES u 是 
(1.11) Oufôs + Ausa f + g, F Q= 0,10, TL 
的 解 , “满足 初 条 件 (1.5) 和 边 条 人 忻 ,例如 
(2.12) uryt) = 8 (x, 1) = EF [= rX 0, TL 上 所 要 求 的 温度 、 
1.1.3 WER 
DELERA EMEF, E 1 > 0 M m > 0, 温度 在 0 
内 是 正 的 ， 
事实 上 我 们 将 在 第 4 节 证 明 这 个 狂 质 《及 这 类 的 其 它 性 质 ), 
114 其 它 控制 
我 们 可 以 设想 其 它 的 一 些 控制 。 例 如 可 以 控制 边界 温度 增加 
但 不 要 太 快 ,例如 ,由 此 得 到 条 件 
10 < Our, Or < 1 => Ou(x, 1)/Ove = 0 
(1L13)  jOu(x 1/91 = O= uls, /Ov > 0 
(Dax, 1/81 = 1 = Our, 1)/8v, < 0 
我 们 在 第 2 VRD—TESPARECREME MEN RE 
述 . 


12 延迟 控制 


现 设 控制 装置 只 以 离散 方式 控制 边界 温度 , 即 只 在 时 刻 n7 Ce 
为 整数 ,+; 有 限时 间 间 隔 ) 进 行 控制 。 若 控制 各 观察 时 刻 的 渔 讼 增 
加 , 即 导致 边 条 件 

mes, 1) — x, e — r) > 0 = ux, r)/0v, 一 0 
《1.14》 fules i) — u(x, £ — T) S 0 = Dula, 1)/0v, 
= — tux, — ule, t —7)] 0 

ELS “ 初 条 件 " 现 应 代 以 “ 厚 初 条 件 ”, 例 如 
{1.15) xs 4) m mla) (或 (x, 0), E-re:<0 D 

注 1.6 自然 可 以 设想 在 9 内 部 的 一 些 类 似 条 件 ， 
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2. 控制 问题 的 变 分 提 法 


21 记号 
如 第 一 章 一 样 , 令 
{2.1) alu, v) 一 | anusia 
将 设 
(2.2) afu, v} = alo, u) 
如 第 一 章 3.1 HELA RM o — (1) MER 
€2.3) 更 (2 一 O 
或 
(2.4) wo) = | vas 
22 变 分 不 等 方程 
221 Hoi 


我 们 要 求 一 个 函数 um ulr, D, 满足 wa) EHO) 和 
(LSN G), — u) 十 Kx 人 zs — e NY + go) — ga tr») 
> GG), v — w G)), Ve E HO) 
及 初 条 件 
(26) COL 
注 2.1 Æ% 3 DRRDRR RMC — wx(e) 所 要 求 的 性 质 .0 
注 2.2 在 下 由 (2.4) 给 定 的 情形 ,可 用 HCA) 4 H(Q)CRÆ 
一 章 )， 同 样 可 用 空间 
(2.7 Vmivise H0), o = 0 FI} 
代替 HCA) (为 解决 注 1.4 PATABA), 
注 23 比较 (2.5) 和 第 一 章 的 (3.14), 可 奢 出 , 出 现在 (3.14) 
RAD 9 — nu) 出 vv 一 w《r) 取代 ,而 出 现在 (3.14) 中 的 we) 一 


D ws) = es Yy w (4) = Om» Od, 


839 + 


下 (2) h Pe) — ge (re)) 取代 。 
例子 在 后 面 的 2.3 给 出 , 0 


222 延迟 控制 
& 
(2.8) Mult) = ful — ule — r) lr 


要 找 一 个 函数 u, 满足 w (ee HCQ) 和 
(29) CUG), v — Muley) + alale), v — Mule) 
+ yo) — gMale}) > He), v — Male), 


Vo e Ha} 

E 
(2.10) uke) = ae), =e a 0 
RIARTE 22 中 所 指出 的 变形 。 
23 ø 

23.1 工 型 函数 加 

SIA 
(2.11) ØC) = dpa Jid 


恰 如 第 一 章 3.3.1, 可 以 验证 (2.5)( 在 情形 (2.3) 下 ) 等 价 于 
212) G), 1) + alul), v) + | Dwar 
= {f0), 0), Yo € H(Q) 
或 在 情形 (2.4) 下 等 价 于 
(213) G), o) + alal), v) + {, DG }oax 
— (fG), v), (例如 ) Ye € AO) 0 


(2.12) 的 解释 完全 重复 第 一 音 3.3.1 的 推理 ， 可 发 现 (2.5)， 
(2.6) 等 价 于 


D 见 第 一 章 第 3 节 中 的 定义 。 
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Dute)/01 + Au mf, FOX ]0, TI 
QI Bu/0v4 + Ow) = 0, 于 FT X 10, TUE 
uled) = iol), x € Q 
(2.13) HORE 
我 们 发 现 
ujðr + Au + Pdaf) 一 FON 
Q15) [=e 于 了 上 
(x, 0) = ukr), xEQ D 
H21 定义 中 为 
1 ya 
dao alz kP, Haon 
0. Haso 
于 是 (2.14) 的 边 条 件 等 价 于 


Ould > o= Buja = 0 
Ou 01 < 0 Ou fdu + kauft = 0 
BR&# (3.7), D 
延迟 控制 情形 。 用 第 一 章 第 3 节 的 方法 可 以 验证 ， 在 情形 
(2.3) 下 ,(2.9) 等 价 于 
CAT) (G), v) + alele), v) + | Catat oar 
= (Fa), v), Vre H(A) 
而 在 情形 (2.4) 下 ,(2.9) 等 价 于 
28) (eps 十 ace 人 Do 十 [ec Mu(e))vdx 
= (FC), v), Yv E€ CO) 
举例 来 说 ,C2.17) 积 (2.10) 的 解释 是 
ðujð + Anæmi, ON 
ô ule) — uli — r) 
oa | 总 w+ol et 一 )= "2 上 
aa, 3) = Krst), —T<Ii<0 Ù 
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232 24m d 


仍然 引信 CA) 的 导数 PCA) ( 见 第 一 章 , 3.3.2)， 它 可 以 是 多 
CEA 
于 是 我 们 得 到 下 列 解释 : 在 情形 (23) 下 ,问题 等 价 了 
ujdi + Au=1, 9 内 
(2.20) — Ou(e)/8v,e B(B4(:)/8:), EE 
ulr, 0) = mC), xé Q 


的 解 ， 在 铺 形 (2.4) 下 ,问题 等 价 于 

— ut) — Aukt) + AGDE (Dula 
(221) #=0, ZE 

a(x, 0) = (x), rEQ D 


22 取 第 一 章 例 32 给 定 的 加 于 是 8(4) 由 第 一 章 
(3.42) 给 定 ,(2.20) 的 边 条 件 成 为 


— ulevi = Li, Æ uÂ 4, 

E 一 Bu 人 tj1Bo K, H Pu = h 
(2.22) lOu) ðva = 0, $ h, < Duld € h 

0 & Ou) /Or E hrs À Ou)! 一 为 
Ou) Ora 一 9 À GHY >h 0 


q 


R 


2.3.3 3 型 函数 由 

这 时 引信 (如 第 一 章 (3.44]): 
(2.23) 天 -= [viv é HCO), ge) < co} 
不 等 方程 (2.5) 等 价 于 

“(DE K 
(2.24) |C), v — u(t)) + alul), v — wC) + go) 
— yG) 2 GG o — wa), Yre K 
亦 等 价 于 《 见 第 一 章 5.3.3) 
es 


"EK 
Cu), v — w + afale), v — AO) 
+(x, o —wG)) > OG, 


(2.25) v — w Ce)), Wve R 
X 取 自 满足 
Co) — pe) — Gr) 0, Vrek 
的 元 素 世 的 集合 , 


当 炎 由 (2.3) 给 定时 ,问题 等 价 于 
Buldi + Au =}, 0N 


BufBre K, f, (BuC) 01 + XXe — BuGe}/8)àT 


(2.26) 
0, WEK 
(0) 一 m 
鲍 23 REX 
0, Ih] 上 
(2.27) oa) lto, HE 


WK = fola SeS h FT ERAAI (2.26) CHE 
—#(3.57)): 

Ou/ Or + Au = f, OA 

he ule hs EE 

Bu) /0 = h= Outre) / Ov, > 0 


228) h, < Dult) Or < h => Ou) /drs 一 0 
Outs)/ 81 = => dule) Java € 0 
uCx, 0) = Wo), rE 0 
特殊 情形 1 


0 一 十 00 
此 即 相 应 条 件 (1.6)。 
CL LE 
A = 0, h= l; 


+58 + 


此 即 对 应 条 件 (1.13) D 
延迟 控制 情形 
在 情形 (2.3) 下 ,导致 问题 


Buje + Au =f, GA 


uD «tek 
T 
[eaen 


12.29) 
x(o EG D or 26, wer 
AR Ce) 一 (EE) 
— (x, r tO) > 0， WEK 
HG) = a), r0 0 
24 ”指南 


我 们 现在 就 来 解 瞬时 控制 问题 (第 3 节 )。 尔 后 给 出 解 的 若干 
性 质 ( 第 4 节 )。 延 迟 控制 情形 将 在 第 5 节 考 察 . - 


3. 瞬时 控制 问题 的 求解 


31 主要 结果 的 陈述 


为 明确 计 , 取 
《3.1) V = H(0) 
alu, v) ACIER, CRE 


(3.2) ala, v) = a(r, u), Yu, vE V 
(33) alv, v) + cle > allel, e > 0, c >09 


W 14 一 ”在 PC9) RER, l 一 ”在 RA) 中 的 范 数 ， 
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BEEE r p) = | CAT, TAER” 
ay le MVA RG AFORA 
i FER FES AR 1—0, +001, 

REV LAURE v; 满足 


Vre LX0, T;V) 有 
(3.5) T T 

few dt — f wv)dr, į > o 
69 存在 V 中 的 有 界 序列 pi 满足 


PCP) 一 0，。YVi( 或 BCqi) = 0, Æ 0 = pi) 
车 j 一 v 在 LCOT;V) BE vf — v Æ LO, T; H) 


en |PS= 260), x [ace < 常数, 则 


im inf Fee > 007 T 
$31 在 第 一 章 S3CSANIRRÉENMENAMES 
Æ, 0 
对 数据 1 和 w 加 上 相当 强 的 条 件 , 将 得 到 “ 强 ” 解 的 存在 性 定 
a, 
假定 
(3.8) fs FE LO, T; H} 
mV PRE, WE das € LC); 可 以 找到 序列 
uy € V 满足 Augy € LQ), toj — to EV IR, Atoy 一 Auo. 
Ca9)| E LO) 中 ,每 一 由 请 足 
FCO) 一 Amy € H'O), Bu/fBv4 + PACO) — Ata) = 0, 


在 Tr 上 
FCO) — Au — ICO) 一 Aus $E HCO) th 
RITA TRAR: 


定理 3.1 设 条 件 (3.6 一 (3.9) 成 立 : 则 存在 唯一 的 函数 ", 满 


D 它们 类 似 于 第 一 章 的 (5.27,(5.3):(5. 科 。(5 ,57 可 在 第 一 章 65.5] 和 (3.7) 之 
和合 有 微小 的 技术 竹 差 别 , 从 应 用 观点 来 看 磊 别 不 重要 
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Æ 
G.10) uE L°(O,T;V),u'e L'O, T; P},u"e LXO, T; H) 
GD CULE), v — w Ce) + alul), v — lt) + 102) 
| — ECU) GC), v =w QD), WoE VC. p. 对/) 
€3.12) HO) 一 t 
定理 3.2 〈 通 近 定 理 ) 条 件 同 定理 3.1。 Wu 是 下 列 问题 的 


f: 
G10): 4€ L0, T3 V), sE L*C0, T3 V), w € L0, T3 H) 
Ga» GG), v — E) + a GG), — G) Y 
+ pe) — P > GG), 一 AD) 
Vrev 
{3.12); (O) 一 tiop 


A u REEM 3.1 提供 的 解 , 则 当 7 一 cc 时 我 们 有 
€3.13) u> u, u —> u, Æ LO, T; V) pt 
(3.14) ut 4"; Æ L(0,T5H) p 

注 32 由 于 可 是 可 微 的 , (3.11); 等 价 于 方程 
《3.45) GGG), 0) + alle), v) A CT CO) 

= fe) D 
注 33 定理 3.2 验证 了 (并 精确 化 了 ) 注 1.2. 0 
注 34 第 一 章 5.4 所 作 的 考 虚 亦 适 用 于 此 ，0 


3.2 定理 3.1( 和 3.2) 中 唯一 性 的 证 明 


唯一 性 的 证 明 不 过 是 第 一 章 5.5 所 给 证 明 的 不 同 说 法 。 
Re 和 xx 是 (3.11) 两 个 可 能 的 解 ; 在 (3.11) 中 取 > 一 ugl), 
在 类 似 于 (3.11) 的 关于 ws 的 不 等 方程 中 取 v = 2° (2), 把 所 得 的 
两 个 不 等 式 相 加 , 令 w 一 一 ws, 即 得 | 
—|w (Do— a(w(), AO) 


D ERKE (PA CY) = f, iCCDDedT DE FAURE. — 7 
者 注 


ee 


由 于 aluo) = alv ,wu) Vu, vE V, AER 


(3.16) Le A È -E eu), wG) 0 
2 d 

通常 令 : 

{3.17) alp, p) = alp) 

HT w(0) = 0, 从 (3.16) 推 出 

(3.18) aw + 2 了 lwla) Pde < 0 

ABG., A(3.18 SE 


G19) aw 2E lw) Pas < cle (DE 


=e 


p lw < ef. lelo) Pde 
由 此 在 (0,4) E wC) = 0, a= À; MaB + 积分 (3.16), 可 得 
在 [ay2m] 上 w(9 一 0, 如 此 继续 做 下 去 即 得 唯一 性 。0 


3.3 定理 3.1 和 3.2 的 证 明 


证 明 的 路 线 如 下 

1) (3.15) 的 “Galerkin 逼近 ”的 求解 ; 

2) 求解 (3.15) 和 CO) = mjs 

3) w 的 先 验 估计 ; 

4) 定理 结果 的 证 明 . 

3.31 《3.15) 的 Galerkin 逼近 的 求解 

引进 的 一 组 基 an, +, Wms cos 满足 
(3.20) trs 了 C0) 一 Atoiy PiE Wis w 和 ws 张 成 的 空 闻 Lei, wis 
CAR 
{3.15} 的 “Galerkin Er” tele) 由 下 列 问 题 的 解 “ 定 义 ”: 
(3.21) (ane), W) + etm), #02) + DLHE), wa) 

= (fC w ERSEM . 
D 事实 上 ,在 我 们 当 察 过 的 应用 中 ,还 有 av, #20 以 下 证 明 是 显然 的 ， 
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(3.22) prkDE le, Wm] = Wrst, wm 所 张 成 的 空间 
(3.23》 wm《(0》 = uo (由 于 (3.20), 只 要 m > 3, 这 是 可 能 的 ) 
但 由 于 出 现 了 项 (BAemwC#))、 w) i GFR) 微分 方程 组 可 能 
是 奇异 的 。 于 是 必须 验证 这 种 情况 不 会 出 现 , M (3.21), (3.22), 
《3.23) 在 一 个 区 间 L0, ta) 内 唯一 地 定义 了 wm(z)、 由 先 验 估 计 ， 
n=, 

DEALAS hE ARa E 

近 ”(3.213 对 e > 0, È den = pG), WE 

(3.24) PE Lun, +, Wn] 

£3.25) ECPJ wa) + (HU), w) + alH w) 
+ CBP wi) = E), RESTE TS] 

lp (0) = wo 

LEO) = uy = FCO) 一 Ami 
AT (3.20), RE m 之 3 条 件 (3.26) 是 可 能 满足 的 ， 我 们 注意 在 
(3.21) 中 取 : = 0 便 得 

Cem) w) + OKUOO), w) = (FCO), wa) 一 aliia wa) 
(3.27) = GCO) — Aro, w) -f Oui adr 
了 Ov 


4 


(3.26) 


一 《根据 (3.9)JKK0) 一 Auoi sax) 
+ | OAO 一 ao)mwuar 
由 此 得 ualO) 一 1(0) 一 deu 是 一 个 解 ; 但 车 把 (3.27) 看 作 关 于 
um(0) 的 方程 , 它 只 有 唯一 解 ? 事 实 上 , 若 ? 和 风 是 两 个 可 能 的 解 ， 
相应 的 两 式 相 减 即 得 
Cp — dns) + Op) — DE), w) = 0, 18€ 
TPE Les, Wal, 由 上 式 即 推出 
(3.28) lp — pl + (Bip) — Pb), p — #) = 0 
由 十 @; 是 单调 的 ,从 (3.28) 推 出 p 一 上, 于 是 
(3.29) Un C0) = FCO) 一 Ati 
这 就 验证 了 (3.26) 中 的 第 二 个 条 件 。 


OEF 


微分 方程 组 (3.24), (325),G.26)E A R, FETE 
E Osto] 内 唯一 地 定义 了 Pae 


四 。 的 先 验 估计 《第 1 部 分 ) 
考 感到 (3.20), 有 


昌 (3.25 交 还 注意 到 Dp) = 0) 推出 : 
(3.30) ECW G), KG) 一 pi) + Ci), EC) 一 pi} 


+ GG), dr) 一 91) + (Bl) 
— PAP BC 一 pi) = Ce), DC) 一 9) 
出 于 @ 是 单调 的 ,从 此 式 即 得 
1 


diyin ; 14, 
2 OP + IKOLL + 0)) 


eR pi) + BAD pi) + apte), pr) 


+ GG), dite) 一 pi) 
对 * 积分 , 即 得 


ENRON H E aC) + [VAC Pao 


ESD, qi) — Eu, pi) + 了 (Ko), waa 
+ [i acho), pdo 
+ i Co), gite) — ddo 
+ Felul + L au) 
KEKO ++ co) do 
+ |f aeoo), pidda 


teli+ f LOKON 
由 此 


D “表示 不 同 的 常数 ， 
. 94. 


G31) E KOP + aG) + 人 io) hao 


<e(1+ |i Oio) + 2 alelo), po, 


为 了 简化 下 面 的 证 明 ,假设 (这 不 是 本 质 的 ) 
(3.32) alr, v) = a(v) Z 0, 
于 是 


ea), P) < aslo)) + alo) 

而 (3.31) 给 出 

(333) FT eltCOP + (80) + |? Ilo) hao 
<eQ + fb ) + L fi aooo 


特别 有 
AGP) < e+ È alta) Jio 
由 Gronwall 不 等 式 得 


(3.34) atp(e)) Ee 

在 (3.33) 中 利用 (3.34), 便 推出 

(3.35) el e 

03.36) [tg ae <e 

由 (3.36) 和 dG) = un + Ÿ Bo do 推 知 
FOIE 

此 式 结合 (3.34) 和 (3.3) 得 

(337) Die 0 


注 3.5 基本 的 率 实 是 上 面 引 人 的 常数 KRAF E mM j. 
的 先 验 估计 (第 2 部 分 ) 
ER, w 的 选取 使 得 从 (3.25) 得 出 


ss 


(3.38) D0 

对 :微分 (3.25) 一 一 除非 假定 函数 9 是 Lipschtz 连续 , 这 
个 求 导 是 形式 的 一 一 取 差 商 代 替 求 导数 。 下 述 计算 就 合理 了 .也 
此 得 
(3.39) E(P, wa) + (Be, wa) + ads w) + (COCHE) wa) 

= (fs wa) 
由 此 推出 
{3.40) (de, PE) + APEN + aD a ED H CP BD), 7) 
= (fb) 
由 于 9 是 单调 的 , 故 有 ( 见 第 一 章 (5.41)) 
(BPP, KG) > 0 


于 是 由 (3.40) 得 出 ， 
€ d er r 
(3.41) 2 4 [Do SI AO] 
++ + HAD) FO, AO) 
考虑 到 (3.38), 由 此 得 


GAD Leiro f aope + Eat) 


< E aku) + if) lé Code 


RESI), aCi) < <。 于 是 由 (3.42) 得 出 
GAD sé + À lé Co) hao + aK) 


<e+ f If Co) lès 


因此 ， 
(3.44) OTAOIE < 
(345) 了 1# (a) l do & e 
(3.46) UCA < < 
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SRARFRMT e,m, / 的 常数 。D 


根据 已 经 得 到 的 先 验 估计 及 由 (3.46) 导 出 的 
(347) OKKO € e 
可 取 一 个 子 序列 bo WEM s0 时 
Be, Pa —> Hm LE LO, T3 V) 中 弱 * 
dur, FE L(0,T3 H) RE 
(3.49) DA) 1, Æ LO, T; V pt 
在 (3.25) 中 对 固定 的 《， 令 8 -* 0 取 极限 ， 由 (3.44) 知 在 LC, 
T) 中 


(3.48) 


ECPK wa) 0 
我 们 得 到 
G50) (ns wa + auns #2) + Fs wb = O, mn), 
1S4Sm 
HT C0) 一 ww 2, (0) 在 7 中 弱 ;, 我 们 有 
HlO) = to 
于 是 只 要 证 明 
{3.51) X = Olun) 
我 们 就 解决 了 (3.21),(3.22),(3.23?。 为 此 利用 “单调 论证 "， 设 
了 是 一 个 LO, T3 V) PORR, CALE, swe) 中 取 值 . 令 
G3.52) x, fi) — ee), Hi pde 


由 9; 的 单调 性 知 X, > 0。 利 用 (3.25) 得 
05 一 一 0 人 人 
+ G, Kae — FE (OKD, as 


— [ooti — oas 


or 


= 
El 


a 8 feu, 2e 0, 
Bmsp(— [epu <- Ẹ leapa 
imsup|— frac, #46] 


= limsup [- 十 alp kT) + 4 a(u)] 


g- $ as (T)) + A aluo) 


一 一 Fac, ae 
由 此 
(3.54) 0< imsupXe < 一 fete + aus, az》 


— C, ualr — Î CX, p)ar 


— Fr), de — pas 
而 由 (3.50) 有 
— Fos + ces) — Gaara = Ps) 
(3.543 便 给 出 
G.55) Fa — op), un — pa > 0 


EERTE p= un — 1p, > 0, pE LO, TiV) p 在 [wo 
wal PRE, PRA 115: 


Fee, — 20), er > 0 
令 4 一 0 得 


Fe — Ou), dt > 0 
由 此 知 (3.51) 成 立 。[ 


. 8e 


注意 ,下 估计 《3.37]。(3.45) 和 (346) 推 出 
PACE furl se 
了 FAO ES 


* ERRET FI 5 AU, Q 
332 《3.15) 的 求解 和 对 + 的 先 验 估 计 
根据 (3.56) 可 取 wm 一 wm 的 于 序列 2, 满足 


G.56} 


te ui, u, —> u L(0, T; V) 中 国 * 
G57) [ze 在 LX0, T; H) bi 
且 有 
(3.58) Pa) — Xi, 在 L°(0, T3 VY 中 弱 * 
此 外 ,根据 (3.56) 有 
C359) WEONES es FRORES e 


在 (3.21) 中 令 m = p — 00 WERGE), RATÉ 
Ca, w) + aus, wi) + Cl, an) = Cy wa) 
RE tR, TE 
(3.60) Cis o) + alus o) + (Xi v) = C, r), YEV 
严格 按 (3.51) 的 方式 可 验证 ` 
(3.61) Xi = Dia) 
(AESA ys = [oc — ep), à — gr 2 0, pe L200, 


T: ) 于 是 就 构造 了 (3， 15) 满 足 (3.12 广 的 解 , 并 有 估计 (3.597 ,此 


外 (作为 (3.26) 第 二 个 条 件 的 推论 ) 有 
(3.62) 0) = KO) — Ami D 

333 ”定理 结果 的 证 明 _ 

根据 (3.59) 可 了 到 一 子 序 列 声 ， 使 (3.13),(3.14) 成 立 。 

由 于 (3.15) 等 价 于 (3.11》, A FEEN 2 是 (3.11) 的 解 (根据 
解 的 唯一 性 ,就 不 必 取 子 序列 了 ) 

在 (3.11 方 中 国定 ” = vos vo 满足 PCr) < 00, 由 于 (vo) + 
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gr), RITA Pilo) S e, Dh (3.11); 推出 
(3.63) EZOO <c 


PEH vi; 一 “i,? = w 利用 (3.7), 即 得 
(3.64) tim inf fC) > Face 
在 (3.11); 中 取 v = vl), vE L0, Ti V), FER 
MODET ONET ORKE 
> GE Cjl + alarsa) + mC ee 
= i lujae + È au TY) — + alr) 
+ Faces 
特别 利用 (3.64)。 由 上 式 即 可 推出 
fic, v) + alu, vo) + pe) — Cf, v —w)lér 
> F PACE L a(a(T)) 一 于 au) 
+ E gs dr 
由 此 得 
(3.65) Fier, vw) + alu, — i) + pr) 


— ge) — (fv — uv) > 0, Yve LO, T3 V) 


ET ER 2 (5.50), E.A CRE 
HPG. OÙ 

. 注 3.6 由 (3.62) 推 出 ,定理 3.1 的 解 满足 
(3.66) w (0) = KO) — 4 U 
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A. 薄 壁 瞬时 控制 问题 解 的 一 个 性 质 


BRAS PI 1( 见 例 2.3， 特 殊 铺 形 1) 的 问题 由 定理 3.1 提供 
的 解 *， 这 里 


(4.1) sw =| 加 15 
aD DOS eoar 
我 们 要 证 明 


定理 4.1 设 定理 3.1 的 条 件 成 立 ,其 中 的 于 由 (41),《4.2) 定 
X. BEFA ww 满足 


(4.3) dfiB: > 0, p p FO 
(44) FO) 一 44 >0,p.p TO 
(45) Bal Iv, = 0 
则 租 应 问题 的 解 "满足 
(4.6) ujat > 0, p. p- FO 
证 明 . 
1) 取 
Liy, ago 
(4.7) Ha) 一 | 2 
| 0 120 
(4.8) ge) = f aar 
于 是 
a9) KOU), 0) = |, PCCE 
其 中 
jh, # 1<0 
(4.10) = a aso. 
再 在 (3.9] 中 取 


EUR 


(CSES) tiy = th 

定理 3.2 的 条 件 满足 ,因为 ,特别 有 

Bus/Bv4 + PICO) 一 Ano) = Draf Ov CH C0) 
7 + Am > 0) à 0 (RE(A.5)) 

于 是 只 要 证 明了 
(412) Bu/0: 0, pep FO 
就 可 以 应 用 定理 3.2 并 得 到 (4.6), 这 一 事实 本 身 亦 是 有 意义 的 . 

2} AER D; Lipschitz 连续 ; 故 可 以 对 * 求 方程 (3.15) 的 微 
分 (Ou), 人 由 (4.9) 给 出 )， 于 是 
C413) Ca) + aCui,o) + CORDY 0) = (0) 
在 (4.13) 中 到。 = C6) 5 注意 到 

Cp, CY = E f, E ae 


一 一 4 + PRO 


au, er) 一 一 ad) 
共 (4.13) 即 可 推出 
GID E-E ON + a) — CHE), 47) 
+, ) = 0 
而 由 (4.9),(4.10), 我 们 有 
= UOY, 7) = — | 2 G) + Cipar 
(ARER <0 处 积分 ) 
if (E co) car 
ie (y 
it IKO yar 


于 是 (4.14) 写 为 
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(4:15) 去 < PAROLE CH O) 


+ i < (f, Gr yar) + FO QD = 0 


根据 (43), CG), PODESTY 于 是 《4.15) 给 出 (由 《3.62)， 
aO) = C0) — Au = (ALLO — Am > 0, KR CO) = 
0) 


GIO EIOPA aiD] Wyar < 0 
由 此 

# = 0 
此 即 (4.12). 0 


5 关于 延迟 控制 的 特殊 结果 ? 


ST 一 个 结果 的 陈述 

延迟 控制 的 一 般 问题 还 远 没有 完全 解决 。 我 们 这 里 要 给 出 一 
个 特殊 结果 , 它 需 要 对 泛 函 玫 附 加 很 强 的 条 件 , 例 如 于 可 给 定 为 
G.D CORIR COE 
我 们 假定 
《5.2) 函数 由 可 微 3 其 导数 défdx 一 和 是 Lipschitz 连续 的 . 
这 时 不 等 方程 (2.9) 实 际 上 等 价 于 方程 : 
(53) (pv) + au, v) + (OCMu), v) = Ch v), 

vve AO) = V 

其 中 
《5.47 (Pw), v) = À ow Car 


D KATRI., 
2) 按 第 一 间 3.3 的 术语 是 1 DÉS. 
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于 是 涉及 的 是 一 个 带 延 迟 的 非 线性 抛物 型 偏 往 分 方程 2 的 问题 。 
我 们 要 证 明 
定理 5.1 假定 形式 (u) 在 下 述 意义 下 是 强制 的 


(5.5) alo, v) 十 eslo P > alle, a > 0 

4 不 必 是 对 称 的 >。 假 定 (5.2) 成 立 。 给 定 f 和 mm ME 
{5.6) fe LA0, T3 V') 

(57) wE H(Q) 

则 存在 唯一 的 函数 * 满 足 


ue L0, T; V) 

6.8) Ouf81€ L0, T; VY 
(5.9) ue) = m, Erra 
并 且 (5.3) 对 2€ C0, T) 几乎 处 处 成 立 、 


5.2 ”定理 5.1 中 存在 性 的 证 明 
仍 取 VV 的 一 组 " 基 ”w,,:…, Wmas +, RE 
(5.10) w = u (F m À 0) 
定义 44e) 如 下 : 
(5.11) wo 人 De [et mw 区 由 mi wo 所 张 成 的 空间 ) 
(5.12) (nU), w) + Gate) wa) + CPOM unm)), we) 
= GG}, wi), LERS M 
(5.13) uml) = 0, SrO 


这 里 涉及 带 延 迟 的 微分 方程 组 ( 见 Bellman-Cooke[ 1], Halanay 
[1])、 它 在 一 个 区 间 [0, to) 确定 sm; 下 面 的 先 验 估计 证 骨 , 可 


取 im 一 T. 0 
GR CD 
从 (5.12) 推 出 


1} Al M. Artola [i]. 


2) 这 里 与 第 3 HAUSRÉ NAMUR. RE CEAIENDÉ 3 节 中 的 问题 当 
ala, v) CEDR ER) 非 对 称 时 是 不 得 定 的 ， 于 是 大 概 不 能 从 定 妈 5.1 4 
te 0 而 得 到 第 3 区 的 结果 。 我 们 没有 实现 这 个 关于 7 ORRI, TERE 


alu, e) ERER, 


10e. 


CSA) Ca Gr) wait) + aan gnl) + COCMumCE))s hakt) 
= GG), Hml) 
由 此 


GD FE te + also eshe? 
t 
< MOn + O Mun), tal) 
根据 (5.2), 我 们 有 IOG) € eà] 十 ca。 由 此 
G1 (Ca CD) MI € rt olen) 
+ clans — r+ cr) X himler 
< elr) f, lunar 


+ cr) f lunt — TJPE + e 


其 中 cr), Cr) RAT T. 
特别 ,可 利用 下 列 结果 (例如 见 Deny-Lions(11): 对 所 有 8> 
0， 存 在 “, 使 


519 f, lopar < elel + clo |3, Yee HCD) 
这 个 不 等 式 应 用 于 (5.16), 我 们 推出 
KOOL), wa) & E alaa 


(5.18) + ea — ND + er) Cun 
十 jeG er) +e 
利用 不 等 式 
OND € E ele + Aa 
从 (5.15) 推 出 
《5.19) EH OU + À OI — etes 


< MOR + Los 一 =) 由 
a 4 
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+ ar )Cies CG) E lents — T7) 
Ho 到: 积分 (5.19) 即 导出 


C5.20) EGP + Leaf feco)irés 
< en) ten lac + colr) faute — har 
+de f lenlo — eae 
+ dat (Rés 
但 


flute — pes 


= half + | lancoi 


€ rap + |i hescop 
(还 有 对 如 中 范 数 的 类 似 不 等 式 )。 T 


是 (5.20) 给 出 


(5.21) HO t Ea ff enkae < cs 
+ 487 [Fdo 
+ ar) |; tuna) ao 
于 是 特别 有 


LCI ce + 407 f, IKa) les 
2 + 


+ c1) f Jualo) |do 


根据 Gronwall 不 等 式 ,就 有 
(5.22) 


la) & Cr) 《不 依赖 于 m, JE r 的 常数 ) 此 与 
{5.21) 结 合 得 到 


LE ue 


(523) NPCLECOR 
FT AD 
FES Fourier 变换 ,我 们 得 到 ,对 + 的 分 数 次 导数 的 估计 
从 (5.12) 推 


《5.24) CROP = (En) wa) 
由 (5.23) 可 验证 
(5.25) (lear < er) 


EL O AE wm, fm 延 拓 到 10,T[ 之 外 得 Sms Ens 我 们 有 
(5.26) A Cam), wa) = (Ene), Wi) + Cues wE) 


— (unCT), w) — T) 
对 2 VE Fourier 变换 得 ( 令 Br) 一 E exp(— riss) pdi) 


(5.27) Prisms), wa) = EnC), wg) + Gros wa) 
— (ual T), wr)expl—2risT ) 

由 此 推出 

(5.28) mil, = (Es), 8 C5)) + Citos tls)) 
— CunCT), fnCs))exp(— 2æisT Y 

由 此 (8 > 6， 待 选择 ) 形 式 地 有 


(5.29) Z PrO s 


<e [rr Eolea 


fr Gr Olds 


CETE: EN 
根据 (5.23) 和 (5.25) 我 们 有 
FLA las < e 
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于 是 由 (5.29) 得 出 


sl ls 3 
全 TE Dre ONE Se 


+ (ao) 
x (人 ZORIM <e, # 6> 12 


因此 
G30) FEKO ee #0<r<1/2 
SES 
利用 估计 (5.22),(5.23)。(5.30) 从 Lions [1] 中 第 一 章 定理 
5.2 推出 ,可 到 一 个 于 序列 es, ME 
tn 一 #s À L”, T; L(Q)) R* 
xz 一 zy ŒE L(0, T; H°CQ)) R 
(532) uu—u,t# L(0, T; HO) 强 ,P M, 1/2<e6 <1 
FE EU" — ulr = vou 从 HMAQ) 到 LT) 连续 ( 见 Lions- 
Magenes [1]， 第 一 章 ), 我 们 有 


(5.31) 


6.33) ture, 在 DCE) 强 
因此 
(5.34) PCMu,) > BCMa), 在 LEZ) 强 


于 是 在 55.12) 中 令 大 固定 ,并 令 m= p(k) co KORR, RIIS 
E (UG), wa) + onl), w4) + COMU), wn) 
= G), wa) 


这 对 任意 不 成 立 ; 故 ” 满足 (5.3)。 由 于 显然 有 (5.8) (5.9), RN 
就 证 明了 解 的 存在 性 . 


5.3 定理 5.1 中 唯一 性 的 证 明 
DE = Aloe 是 本 个 可 能 的 解 ， 令 w 一 «一 ws, 我们 有 


DB 。 


Ge’, 0) + aCw, o) + (OCMu) — OCMug), 0) = 0, Weer 


E O + eof uc) 二 (GMA 


— BCMus), w) = 0 
HTO Lipshiz 连续 ,我 们 有 
ICOCMu) — POM uy), we) 


<e f, wO — wU — e) wedr 
< (根据 (5.17)) + alw (OP 


L 
2 


++ aller — OF + ele OP + clés el 


于 是 由 (5.35) 推 出 、 
G30 + wO E oc < cel 


+ eG — IP + dors — OOF 
从 9 到 :积分 (5.36); 并 注意 到 
flete — OP < À letoo 
《及 对 范 数 | “| 的 类 似 不 等 式 ), 即 得 
+ el + La lede ef we) hae 
ét w — 0, 


6 À 


本 章 所 研究 的 问题 曾 由 作者 在 Duvaut-Lions [2] 中 引进 . 证 
明 的 组 节 这 里 第 一 次 给 出 。 对 于 处 理 这 些 间 题 的 其 它 方法 在 H. 
Brezis (21 中 给 出 。 

正文 中 已 经 指出 第 5 节 的 结果 是 很 不 完全 的 。 对 于 其 它 的 结 
洒 和 其 它 类 似 的 模型 , 见 D. Viaud Li], 
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第 三 章 弹性 和 粘 弹 性 中 的 
古典 问题 和 摩擦 问题 


为 阅读 本 章 只 需 知 道 第 一 章 的 1。4 两 节 。 
L 引言 


本 章 我 们 论述 弹性 和 粘 弹性 问题 。 我 们 记得 〔 下 面 显 然 将 要 
粮 确 化 ) 粘 弹 广 与 弹性 的 区 别 在 于 :在 粘 弹性 情况 下 ,现在 的 应 力 
状态 依赖 于 过 去 时 劾 的 所 有 形变 (在 弹性 情况 下 则 否 )。 

本 章 的 主 归 如 的 是 研究 在 边界 上 和 带 摩 擦 条 件 的 问题 ， 这 导致 
新 的 变 分 不 等 方程 问题 ， 这 是 第 5 节 及 其 后 各 节 的 内 容 . 第 2 至 
4 区 和 当 完 整地 研究 古典 问题 .尤其 是 给 出 了 Korn 不 等 式 这 一 
KIRMES.) 


2 古典 线性 弹性 


21 特性 定律 


在 我 们 作为 出 发 点 考虑 的 线性 理论 中 ， 等 此 定律 表达 了 应 力 
张 量 cz《 第 一 章 LL) 和 线性 化 了 的 应 变 张 量 er Cu) CE —# 
1.3) 之 闻 的 线性 关系 , 即 
(2.1) ` da 一 asseu) 

在 (2.1) 中 ain 是 弹性 系数 ,它们 独立 于 应 变 张 量 ， 弹性 系数 有 
对 称 性 

(2.2) CETTE “e Ghri 

mpe 

(2.3) is Ern > BiSa où > 0 OM, Yen 


DUR 


定律 (2.1) 一 般 相应 于 一 各 向 异性 材料 ， 在 材料 非 远 多 时 , 弹 
性 系数 依赖 于 *， 但 要 根 定 它们 是 = 的 有 界 可 测 梧 数 ， 下 面 要 讲 
的 全 都 适用 ,而 不 会 过 到 困难 ，( 若 要 研究 解 的 正则 性 。 必 须 加 上 
关于 * 的 可 微 性 条 件 .) 

在 上 述 条 件 下 可 “逆转 "(2.1): 


(2.4) salu) = AWSTRE 

其 中 

《2.5)》 Aian m Ans Aink 

且 

(2.6) Au À Midi > 0, Yay 
令 

(27) a == min (Co, 02) 


代替 (2.3) 和 (2.6) 我 们 将 利用 下 烈 关 系 
GANBHE A À EE 
2.8 
a Aiaia 2 Sono 
各 向 同性 情形 〈《 见 P. Germain [1], W. Prager [11) 
这 时 ,系数 asia 为 


(2.9) anga m 08184 + MB 十 Sada) 
其 中 数值 1 和 4 是 Lam 系数 。 这 时 (2.1) 成 为 
€2.10} di me 1saôn + Reeg Cen = ei)) 
由 此 

€2.11) ue (32 + 2H) 

于 是 (2.10) 的 逆转 关系 是 

(2.12) 86 一 去 (w 一 er CE] 
我 们 常常 设 

《2.13) 3K = 34+ 2p, Le it 


E Bate)’ 


À 


”一 二 全 


sle 


Hh k EPEE BR, E 是 Young WA, r 是 Poison 系数 
关系 (2.12) 通 过 v ME RX 


(2.14) Bi te 一 H aða D 


注 2.1 由 物理 意义 知 ,大 和 e OARA 
K20, #2>0 


RARE 
ossi 2 0 
这 里 où 和 sz 由 特性 定律 联系 ， 在 非 各 向 则 性 情形 、 相 应 地 是 
di = Aie M A NE 2 À 


更 强 的 不 等 式 (2.8) 在 实际 中 一 般 是 满足 的 ， 但 不 是 一 个 “ 
本 性 ”的 物理 特征 。 

注 2.2( 非 线性 弹性 ) 可 按 如 下 两 种 方式 发 展 弹性 的 非 线 性 " 
理论 : 

D 特性 定律 是 应 力 张 量 和 非 线性 应 变 张 量 ( 风 第 一 章 1.3) 之 
HRR R DH RAT, RATS EU MATE RATIO P. John[ 1], 
[21) 或 Mooney Atip Mooney [11). 

iD) 特性 定律 是 应 力 张 量 和 线性 化 应 变 张 量 之 间 的 非 线性 关 
ACM, Dinca[1])， 

毫 无 疑问 ， 第 5 节 及 其 后 面 所 解决 的 若干 问题 可 以 在 这 种 情 
况 之 下 处 理 , 但 这 尚 待 进一步 疾 明 。 


2.2 线性 弹性 的 古典 问题 


221 版 量 守恒 方程 和 运动 方程 的 线性 化 

设 人 是 一 弹 任 体 在 非 形变 状态 下 所 占据 的 R 的 一 开 区 域 . 
设 8 的 边界 T 正 则 .用 {x} 记 一 质点 在 非 形变 状态 下 的 坐标 , 设 
LG 是 这 同一 质点 在 时 刻 + 的 坐标 .我 们 有 


1) 必须 注意 、 从 第 5 节 开始 研究 的 问题 不 是 线性 的 ,尽管 所 劳 由 的 材料 清 足 线 姓 
弹性 定律 - 


+li2e 


(2.15) Xi m xi + ula, 1) 

其 中 (u) 是 质点 re Lo) 的 位 移 向 量 。 在 “小 * 位 移 的 假定 下 ， 
我 们 对 wi; 线性 化 ， 这 时 对 所 有 在 *e R, 22 0 正则 的 函数 ($， 
人 站 一作 5 ,我们 有 


(216) NR, = Keri) + L Ge + zo 
和 
(217) OX, 1)JOX, = OH x, Oxi + ee 


其 中 ”…”" 表 示 关于 w 的 更 高 阶 的 项 。 

质量 守恒 方程 为 (第 一 章 1.2) 
(218) dojde + pO0CX , 1)/OX3 一 0 
在 (对 m) 线性 化 以 后 变 成 
(2.19) BeCx, 1161 + Ca, 2)0v x, (Hor 一 0 
于 是 对 常量 * RITA 

defo + viude = 0 

在 [0,1] 上 积分 之 。 


tog Cole, DeCs 09) + Lors rar = 0 


由 于 uC, 是 小 量 , 因此 可 假定 ov 一 d'u: 0x01 也 是 小 
量 ， 以 而 ,上 还 关系 精确 到 一 阶 项 则 变 为 


(2.20) ps) = ati 一 Faute, ode] 


其 中 令 ple) = ox, 0), 
运动 方程 中 的 py， 线性 化 为 pulot, MIRE 


C2.21) Por) Cu OÙ) = 05,5 + fi 
RATE Mr RER AI ERE TÉMERME, Ti 
. a=: ; 


上 述 结 果 不 难 推广 到 m LARWA RE 
PC) > po > 0 


的 情形 【只 需 用 等 价 内 积 | COCO COM RER] fe de), 


“its. 


总 之 ,线性 弹性 方程 是 
(2.22) Puf OF = ori + li, BA 
(2.23) Tip = dijnE ga Ca) 
形变 后 的 密度 由 (2.20) 给 定 { 基 中 p(w) = 1); A ff) à 
示 给 定 力 的 体 密度 ， 

222 WRP 

我 们 假定 的 一 部 分 T。 上 的 位 移 给 定 , 在 边界 的 其 余部 分 
TER QUE ro 和 rz TRATH”, TE 
(2.24) 了 一 moUrr，ronrr 一 由 
(2.25) wm Us To Es {U} = 在 ro 上 给 定 的 向 量 场 ， 

可 能 依赖 时 间 ， 
《2.26》 cani = Fi, Tr b, {P} 一 在 Tr 上 给 定 的 力 的 
HSE, 

可 能 依赖 于 时 间 . D 

注 2.3 To 或 rr 中 之 一 本 能 是 空 集 ， 

注 24 边界 上 的 数据 (2.25) 和 (2.26) 事 实 上 可 以 作 如 下 推广 
而 无 新 的 原则 竹 的 困难 ; 可 假定 在 工 的 每 一 点 给 定 沼 一 个 方向 的 
位 移 ( 相 应 地 应 力 ) 的 分 量 和 在 恒 直 于 这 一 方向 的 平面 内 应 为 《 相 
应 地 位 移 ) 的 分 量 . 
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总 之 ,我 们 野 找 联系 于 方程 (2,22)，(2.23) MURE (2.25), 
(2.26) 的 # 和 oi， 自然 还 要 满足 初 条 件 
Hile, 0 一 ula) 
Ones 0)/ Os 一 uul) 

在 稳定 情形 (在 第 3 节 研 究 ), 在 (2.22) 中 令 Puf = 0, 显 
然 条 件 (2.27) 不 再 出 现 ， 

我 们 现在 要 给 出 发 展 问题 的 变 分 提 法 。 


(2.27) 


D 这些 边 条 件 在 引信 摩 控 后 (第 5 MORE. 
D 才 奔 这 个 条 件 就 会 出 现 一 个 未 解决 而 又 十 分 有 亏 的 问题 ， 
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23 发展 问 题 的 变 分 提 法 
23.1 Green 公式 


令 
228) CA: = — 81 0x aieru) 
微分 系 4 是 弹性 系 


通常 对 j, geL & 
G, =|, pear 
而 对 于 两 个 向 量 * 和 ，” 令 
(229) al#s p) 一 人 RIRO OL 
ou Me 满足 (2z.1), 于 是 


(Au) m — diji 


au, v) 一 L one )dx = i gail(Ovf Ox; jds 
æ 一 i gvaxrt 人 Coni)vidT 
于 是 得 到 Green 公式 
(Ausv) aus e) 一 Í Coum Duar 


Cos 和 = 满足 (2.1)) 0 
注 25 后 面 要 利用 (经 典 )i 号 。 我 们 有 


{2.30} 


Oy 一 oan 
(2.31) or = {e;r} 
Tit 一 Oun; 一 Onta 
和 
(2.32) vu Diner = v — nvyln = {n;}) 
于 是 


Conni doi = ore + Guen 一 Gror 十 aveW 


{3A023080 


"13. 


(233) (Au, o) = alu, v) + [oroa + owvw)ar - D 
注 26 从 (2.2),(2.8) 推 出 


(2.34) alu, v) m alr, u), Yu, v 
(235) COPETINT OTOL 
232 k 


利用 刚才 在 2.3.1 中 引进 的 记号 ,(2.227 写 成 
(2.36) ujë + Au =f, E QO—Qx])0,T[H 
尚 有 边 条 件 (2.25),(2.26) 及 初 条 件 , 可 用 前 一 音 的 记号 记 之 为 

ult) 一 DR r — ulr, 1), wC) = Oul 
(2.37) (0) = mo 
(2.38) POLE 

取 (2.36) 与 “一 *x(z) 的 内 积 ,这 里 v 是 检验 函数 ,满足 

(2.39) i vm U, T, E” 
即 得 ( 眼 (2.36) 等 价 的 条 件 ) 
(2.40} GC), v — (D) + (Au), v — uke) 
= E), v — uke) 
如 常 。 作 为 器 撮 法 的 第 一 步 ， 人 们 自然 总 是 假定 所 有 函数 是 正则 
的 ,于 是 可 用 分 部 积分 。 
剩 用 (2.30), 由 于 在 To Los, 我 们 有 
CAuGr), v — wt)) = a (ule), v — uCe)) 


— |, Cem — uiar 
Fp 


考 莘 到 {2.26), 上 式 为 
(2.41) CAult), v — uE) ) = aule), v — ul 


一 j FGX — u(s))AT 
Tr 


D THRRE T4 T> 十 co。 
2) MATE A, JARA r-u HAREA. ER ” Wt 
DÉC 


sé 


于 是 由 (2.40) 推 出 
uG), v — uD) + aua v — ue) 
(242) = (f+ 一 xD) + f FKD(e — ule) JAT 
P 


v, v 满足 (2.39)。 
反之 ,车 u 一 u EW E225 E Tu Eu: = U;),(2.42) 
和 (2.37),(2.38) 的 (正则 ) 函 数 , 则 * 是 所 研究 的 问题 的 解 (只 需 把 
计算 步骤 倒 过 来 )。 
指南 。 下 面 (第 4 节 ) 我 们 将 在 适当 的 意义 上 解决 此 问题 ， 在 
这 之 前 (第 3 节 ) 我 们 要 研究 稳定 情形 ,其 本 身 也 是 重要 的 , 它 的 研 
帘 对 解决 发 展 问题 也 是 必 不 可 少 的 . 


3 静态 问题 


31 TARE 


沿用 第 2 节 的 记号 , 在 静态 情况 下 , 问题 在 于 求 函数 v, ME 
下 列 方 程 和 边 条 件 : 


63.1) Aumf, 0 内 
G2) um To E, 
(3.3) mm F;, Tr 上 
32 EHARA 


形式 上 ,( 见 2.3.2) 问 题 等 价 于 求 *， 满 足 (3.2) 且 使 

GA) alu, o —u)= Q, o —u)+ { Flv — war 
Tr 

对 满足 
G:5) "=U; Ty 上 
的 所 有 成 立 。 

解释 ”一 个 满足 (3.5) 的 向 量 场 " 一 {vi} 称 为 在 运动 学 上 是 
允许 的 ( 简 言 之 ,." 是 一 “. c. a.》。 于 是 
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# 是 一 ce.a， 对 所 有 cc a 使 (3.4) 成 立 ,换言之 , à 是 一 
cca, 在 所 有 cca 中 , 它 使 由 


(3.6) Ie) = Lace, o)— (f+) — fa Fur 
定义 的 * 的 势能 取 最 小 值 , 

更 确切 一 些 , 令 5 
G7 V = {o]v = {ui}, v; € HAO = (HCO) F 
对 下 述 内 积 它 是 一 个 Hilbert 空间 : 


(3.8) Cug v) = Cu, viuno 一 L Givi + ait; dda 


对 v EV， 可 定义 v 在 TT 上 的 迹 , 且 we HT), 于 是 ces. E 
义 为 vE QB re 这 里 


G:9) Uam vlee yv =U: F Ty 上 ) 
只 要 
(3.10) U; € H'(T) 


上 述 Uu WEXRAEXOEXLT -TERR 这 时 aa 
是 7 hE REE. 
此 外 ,对 vE aa 可 在 To EIES vis RR vr RF HV), 
ARRO HXT); vs 应 在 De 和 Tu 的 交界 处 满足 “连结 条 
件 ”, 由 于 在 Tu 上 ww 一 m 一 册 。 这 些 连结 条 件 技术 上 看 来 是 揽 
杂 的 ( 见 Lions-Magenesl1], 第 卷 ,对 类 似 问题 ,第 1, 2 章 ); 为 各 
免 这 些 (技术 既 ) 困 难 我 们 假定 
GD P e (TOY 
FE v> |p, Fr 在 V 上 连续 , 我 们 就 可 用 下 列 (最 终 的 ] 方 式 
BEM ÈS. 

问题 31 HE Aa 上 由 IC) RES RE EARME 
归结 为 : 求 we av ua。 使 对 任意 € Durs GORT. 

现在 基本 的 问题 是 <“"，*) 的 旧制 性 。 这 个 问题 基于 Korn 


D 现 利用 第 一 章 > 第 4 节 . 


-g> 


不 等 式 ,是 下 面 3.3 MAUR. 


3.3 Korn 不 等 式 及 其 推论 


定理 3.1 设 0O 是 一 边界 正则 的 有 界 开 集 ?, 则 存在 常数 c。 > 0 
(依赖 于 9) 使 


Ga) f, eeart |, owde > clits vo eV 


这 个 结果 并 非 平凡 ,须知 (3.12) 的 左 端 仅 包含 一 阶 导数 的 一 
ERRERA M vi + wus 而 (3.12)》 有 端 包 合 所 有 一 阶 导数 ;“ 反 
次 "不 等 式 晶 然 成 立 ,因而 (3.12) 等 价 于 


(f, Ealo Jeler dz + f viva Je 了 上 等 
价 于 el, 的 范 数 . 


定理 3.1 是 下 列 定理 的 一 个 简单 推论 {下 面 就 可 看 到 ). 

定理 3.2 设 2 是 一 边界 正则 的 ?有 界 开 集 。v 是 上 的 一 广 
义 函 数 , 满 尾 
(3.14) ve HO), v, € HCO), Wi 
则 ` 
(3.15) ve LQ) 

由 定理 3.2 证 明定 理 3.1. 

RER ve (LX8)》 的 空间 , ” 满足 

exCe)}€ LCA), Via 


63.13) 


对 于 范 数 


(f, COCO LES L mas)" 
ER Hilbert 空间 。 我 们 有 


D 更 一 般 地 , 范 2 是 一 个 有 界 或 无界 开 集 , 其 边界 可 用 有 限 个 “局 部 "名 描述 ,它们 
是 在 两 个 方向 一 次 连续 可 若 且 有 界 的 函数 , 则 结论 仍 成 立 ， 一 个 开 千 2 的 正则 
边界 有 办 或 “正则 地 走向 无 穷 ”> 即 是 这 种 情形 ， 

2) MS 3.1 的 脚注 。 


oll9e 


Pv, 


8 
{3.16} Bde -Br enCe) 


+ EN Ealo) 一 Z Erlo) 

ÆvezE, H e(o) L(Q), 则 有 Berlr)/3r, € HO, 
从 而 (3.16) 给 出 
(3.17) vf riOxr Ee EA), Visa 

对 vi 应 用 定理 3.2, 可 见 ,(3.17) 导 出 

vig € L(0), Vos 

ve (H(O)ŸY, 于 是 有 代数 等 式 E—(H(0)), 由 于 从 
《HKC8)) 到 EE 的 单身 连续 ,如 上 所 述 它 又 是 满 射 的 ， 故 (根据 内 国 
象 定理 ) 这 必 是 一 个 同 梅 ,由 此 即 得 (3.12) .0 

注 3.1 上 述 证 明 的 一 个 变形 撕 出 ,定理 3.2 暗合 了 一 常数 e 
的 存在 性 , 它 使 得 


G18) lle < oa (lelue + $ Here), 


由 此 可 重新 导出 (3.12). D 
定理 3.2 的 证 明 。 为 此 ,引入 空间 
(3.19) XC@) = {vlv € H'A), vs € HCO), Vi} 


(对 于 下 列 范 数 它 是 一 个 Hilbert 空间 。 


(telio + $ toll )) 


问题 在 于 证 明 
(3-20) X(Q) = P(Q) 
证 明 可 分 成 几 步 。 
D 性 质 (3.20) 当 Q — R” HOUR. 
事实 上 由 Fourier 变换 ( 见 第 一 章 第 4 节 ) 条 件 (3.14) ENT 


1) ARSHEMET 3> 在 这 里 不 起 任何 作 有 局 。 
*l20* 


A + IEP E LCR), O + SI E LORD 


于 是 
ar i (1+ 加 bas < œ 
即 
ve LR) ~ LXO) 
D 只 需 对 半空 间 
(3.21) Q = {rie > 0} 


证 明 (3.20)。 事 实 上 , 设 m, ai，ay 满足 
ED Q), € P(A), i=l, tN, 
n 


(3.22) D aa l, w 的 支 集 在 定义 T? 的 一 个 

和 0 

HA. 
一 般 地 , 若 p< 2(9), W v — prik X(2) 到 X) 内 ;于 是 
(3.23) v= £ wv 


中 每 一 项 属 X0). 但 可 以 把 oov 看 作 XRY 中 的 元 素 (9 外 
TEA. FEHI) 有 eve L0). 根据 (3.23)， 只 要 证 明 
oze 工 《9)》， 结 果 就 将 得 证 、 但 mv 的 支 集 在 一 局 部 图 内 ; 可 以 
考虑 它 在 半空 间 (3.21) 中 的 象 , 车 设 了 是 n 一 ! 维 一 次 连续 可 微 
流 形 ,ev 的 象 在 XO) A, 8 由 (3.21) 给 定 , 由 此 断言 , DHE, 

于 是 ,以 下 假定 9 由 (3.21) 给 定 ， 

äi) 引入 

HO, 003 LCR) = (plp, dofdxs € L'(0, co; L'CR)), 
pr, 0) = 0} 
(其 中 x 一 {asp xy) 
HA0, co; LR)) = Hi(0, co; LARP 的 对 侦 ( 当 
LCR) 等 同 于 对 偶 时 )， 


D 若 丁 不 是 有 界 的 > 则 一 些 «4 HERRER, 介 由 条 件 是 在 一 个 图 内 ， 其 同 是 
象 在 半空 间 (3.212F9 - 
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{3.24) YO = tolvsdefdme HT, co; LCR?)}} 

RATÉ Y(9)CX(C9)， 更 确切 地 说 
(3.25) Ya) 在 XA) HAE. 

事实 上 , 设 ov 是 DRE) 中 的 一 正则 化 序列 : 对 ”6eXC9)， 
定义 
(3.26) bo Cr ) pre 

(对 所 有 [9,co] 上 取 值 在 LR 中 的 广义 函数 和 所 有 从 
LDLR 到 自身 的 连续 线性 算 子 x。 定义 xf 为 (0, 十 co] 上 取 
值 在 LRE) 中 的 广义 函数 ); 形 式 地 


En Ge) = fu vx — 9", xs)pmCy EV a V7 = {y va} 


则 当 m- okt, Æ XCO) 中 vw 一 v， 而 vw 特别 地 在 Y) 
中 (事实 上 ,vw 和 avwmldx; Æ H7(0, 003 H(R?)) h, V4). 
iv) (0) 在 X) PHE. 
由 于 《3.25), 只 需 指出 
(3.27) DP) 在 Y) FRE 
为 此 利用 Hahn-Banach 定理 设 “一 Me) 是 Y(Q) 上 的 
一 个 连续 线性 型 ,于 是 它 可 表 为 


(3.28) MG) [IG o) + (e, do/de) ae, 
fs g € H0, 00; LKR:,)) 
BENE ve SCD), M) 一 0， 则 必须 证 明 M 一 0。 但 车 


F, E 表示 在 x < 0 取 零 值 的 f, g 的 延 拓 , 则 条 件 
“MCo) = 0, Vre DOY’ 


等 价 于 
(3.29) f — dğ/dx, 一 0 
于 是 
dğľdx: € H'(— co, +00; 工 KCR2 7 
因此 
(3.30) ge HO, 003 LAR3')) 


e°1f2e 


于 是 
人 Ce, doférdrs 一 一 全 ceven， am Ve € Y(O) 


从 而 对 任意 pe YC), Mr) 0, 
v) 对 ve DD), & 
TONE ETA) 
GID POS | + ane, — 2a) E n 0 
其 中 
(3.32) a, + a= l, a, + af? = —1 (Rl e, = —3,n~ 4) 
可 以 证 明 
vv 六 Pv 有 从 多 (D5) CALE XO 引出 的 拓 
扑 ) 到 X(R?) ER. 
可 暂时 承认 这 一 点 。 我 们 看 到 。 根 据 iv), AUIE r> Pv 成 
从 X(Q) 到 A(R?) 的 一 连续 线性 映射 , 仍 记 为 > 一 Pz。 它 满足 
(3-34) Po 在 @ 的 限制 一 * 
于 是 ,对 ve XCA), Pre XCR’), TEH id, Po € LCR?) , 故 由 (3.34) 
ve LAO). 
剩 下 要 证 明 (3.33)。 由 于 a 十 a: 一 1, 我 们 有 
Bu1Bm ts > 0 


(3.33) 


p= 
Ba t Tja bE (s, =a) — 2a SE (at, 255), a < 0 
令 ðrlðrn = w, SIA 


w, > 
awha gax) 一 2er, r) E n 
TEAMET THH P (相应 地 0) M @C2) ORAH H-a) 51 
人 的 拓扑 ) 到 HCR?) 连续 ,由 转 置 ,只 篇 证 明 P ORR Q) 从 
CR) 到 RKO) 连续 ， 

而 对 peH), 我 们 有 


(3.35) Ow == 


PPC) = P tapla, —m) HE pe, 一 f2). 
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QG) = pe) ~ ep — r) 一 ax — #2) 
于 是 由 (3.32) 得 Pol, 0) = ‘Op, 0) = 0, HEAR. D 
注 32 在 Gobert [11 中 有 另 一 证 明 , ER o EBRR 
下 《只 需 2 有 “ 锥 性 质 ”) 有 效 , 但 要 利用 奇异 积分 的 理论 . 0 
现在 要 从 上 述 结果 推出 对 本 章 后 面 是 重要 的 一 些 推论 . 
定理 3.3 REA 3.1 的 条 件 成 立 。 设 PCT, lo AMIE 
正 。 又 设 
G:36) Fo = rire (H(9P, Æ To 上 ”一 号 
则 存在 à > 0 使 


(3-37) ale, o) > alioli, Vee Vo 
证 明 。1) 下 列 一 般 命题 成 立 

(3.38) atv,v)=0(veV)ere R 

其 中 


(3.39) R = (vjel) == a + bA, a, be RP 
因为 To 是 正 测度 的 、 
re RNV, >v = 0 

REA 
(3.40) alv, v) = 09, vE Vitr = 0 

DD DERA e(r, vw)” 在 V, 上 是 一 范 数 , 必须 证 明 这 范 数 
等 价 于 iele ATHE, S 
(340 el) = f, salee de 
根据 (2.35) 和 定理 3.1, 所 有 问题 归结 为 证 明 , 存 在 © > 0 使 
(3.42) ele) > alri’, Io = fa vwidz, Vo EV, 


o RA 中 z| 一 ， 可 以 假定 lel 一 1， 这 时 必须 证 明 。 存 在 
0 之 0 使 OIc ARER, 如 果 结 果 不 成 立 , 则 存在 序列 
zc To 使 
G43) lon) = E, Co) 0 


D R 一 刚体 这 移 集 . 
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由 定理 3.1 ,这 时 ls < C; 于 是 ,可 取 子 序列 , 仍 记 ve tE 
(3.44) 0, EVER 
而 这 时 有 

liminfe(v,) > stz》 

于 是 ef) 一 0， 由 1) > 一 0. 

另外 .9 有 界 , 且 具 进 界 正则 : 单 射 了 > (L(V ER, A 
而 vo 一 9 (在 O PR) ESR jol 一 1 矛盾 ,由 此 即 
RER. 0 

推论 3.1 BECAHRERÉMEN, Fe 的 测度 为 正 。 则 对 
(3.6) 给 定 的 1(v》 有 
{3.45) Ie), olr +o vE Bs 时 

证 明 。 设 BEV WE 

多 一 5 Æ To 上 
FRE vE Du, v — DE Vos & v — o= v T) 


100) = Z alvos vo) + alras O) 


alb, P) — GP +o) 


+ 
2 
一 人 Fo + Dr 
由 定理 3.3 知 
IG) > + aille — cle — ea 


由 此 
(3.46) Co) > ahel — cllvllv ~ «4, Ve E Ras 
特别 有 (3.45). 0 

RAE To 一 多 HRE. Bt, ew, e) 不 再 是 Vo 一 
上 的 范 数 ,而 是 半 范 数 ， 根 据 (3.38), 可 过 渡 到 关于 A 的 商 空间 ; 
引入 
(3.47) VvV*=V/R. 

Hs',s eve, 定义 


(3.48) alu’, v") = aCu,rv), UEU, vE 
我 们 有 
定理 3.4 设 定理 3.1 的 条 件 成 立 , 则 
(3.49) ae, o) S alleli, a > 0, Yer EV 
证 明 。 根 据 定理 3.1 可 在 了 上 取 范 数 
GC) + 1217) 


于 是 (3.49) 等 价 于 
(3.50) alo) > alinfle + pl + elo)] 
EX 
G51) P= (EX0) GEREF lol BAROR A O) 
ÉLARIERAT 


则 有 
inf ly + pP = fo — Pol 
res 


而 证 明 (3.50) 等 价 于 (与 (3.42) 比 较 ) 证 明 


(3.52) elr) > cile — Pol, Wve V 
我 们 使 用 证 明 (3.42) 的 方法 。? 代 以 v1v 一 Pol, EA 
(3.53) lo — Pol =1 
于 是 必须 证 明 , 存 在 c > 0 
(3.54) BOR-A 
用 反 证 法 。 若 (3.54) 不 真 , 则 可 找到 站 的 一 序列 oa, WE 
(3.55) lon —Pe,l = 1, elr) 0 
但 若 令 
(3.56) Wa = va 一 Poa 
则 我 们 有 


mel 1, elw)—0 
由 此 推出 (如 对 (3.43)) 可 取 子 序列 was PE 
w, —>w FEVER, elw) = 0 
Rue, 另 一 方面 ， wr€ RS, FE we Rt, Kw = 0, 


D At HV MEX TANT EN, M (L0) 导出 的 Hilbert 结构 。 
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但 那 时 w。 一 0 在 (LA9))* 强 , 而 因 el = 1, GER EE. À 


34 结果 


341 ‘To BERR HRE 
由 推论 3.1 和 (连续 ) 泛 函 + 一 1(v) 在 wm 上 的 严格 同性 立即 


推出 

定理 3.5 设 定理 3.1 的 条 件 成 立 , 则 问题 31 有 有 唯一 解 . 

注 3.3 回 到 (3.4)。(3.5) 的 提 法 。 可 把 该 所 法 变 为 向 县 空间 
的 情形 ; 引 人 PEV, 在 fs 上 ,9 一 品 。 令 
(3.57) u — ® = uo, v — Ë = va, tios voé Vos Fo 由 (3.36) 定 义 
那么 (3.4),(3.5) 等 价 于 求 me Vo, HE 
(858) alr vo) = G, o) + |, FoedT — a(@s00), 

j = 
Ves€ Vo © 

342 “Tu RER NRE 

这 时 。 我 们 已 看 到 必须 过 小 到 关于 Z 的 商 空间 。 这 时 
Uam Y 一 向 量 襟 间 , 故 《3.4)，(3.5)( 作 变换 (3.57)) 等 价 于 求 
“eV, 满足 
(3.59) alu, v) = (f, 0) + f Fear, VrEV,(r=F) 
FUEL GSO AMAR Æ 上 为 零 时 才能 可 解 , 即 必须 
(3.60) f tode + | PipaT = 0, voé A 


从 力学 观点 看 。(3.60) 表 示 力 《fy M (E) (这 是 仅 有 的 数据 ) 的 
RESTE. 


(3.61) LG) = Gpe) + f, roar 
可 以 “过 渡 到 对 于 Æ 的 商 空 间 ” EXV 一 了 /. 上 的 连续 线 


D RABANTE 3.4*1 和 3.4.2 之 同 的 情形 > 见 广 3.5。 
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EM L 如 下 1 


{3.62) Lr) = Llr) ves 
则 (3.59) 等 价 于 
(3.63) alu, ot) = Lo), Vo eV 


根据 定理 3.4, 这 个 问题 有 唯一 解 , 即 

定理 36 假定 ro ØJ f M F; 满足 (360)， 则 问题 
(3.1) 有 解 ws， 在 可 相差 一 任意 网 体位 移 的 意义 下 是 唯一 确定 的 。 

注 3.4 在 定理 3.6 中 ,应 变 场 和 应 力 场 有 唯一 性 。 0 

注 3.5 已 经 指出 ,在 “Tu 有 正 测度 "和 “Fo = 名 ”之 间 有 中 
闻 情 况 。 

例如 ,当代 过 力 密度 ,考虑 点 力 , 则 Ts 就 退化 为 有 限 个 点 , 

注 3.6 我 们 只 感 兴 趣 于 弦 解 。 对 于 解 的 正则 性 , 可 参见 关于 
椭圆 型 方程 的 著作 : Lions-Magenes [1], Nécas [1]。 


35 ”对 侦 提 法 


我 们 将 从 两 个 稍微 不 同 的 观点 考虑 对 侦 提 法 。 
3.5.1 静态 允许 场 和 势能 
我 们 重新 考虑 问题 (3.1),(3.2),(3.3), 或 
csi + fi = D 
(3.64) or 一 aigas) O PI 
sini = Fi, Te 上 
i = Us Tu 上 
BAMEDE A csa) 的 集合 K: 
(3.65) K = {rlrie LO), Ni, jo Ti = Tis Tiis + fi 
= 0,9, Tin = Fis Te E) 
注 37 引信 空间 
(3.66) H = {rlrs€ L(Q)Wi, i} 
HERL Hiber 结构 


(o, T) = j Gividx 
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可 以 证 明 , 若 ren 且 满足 
Tai + hi 0 
BU rase LAO)， 则 可 唯一 决定 
(3.67) Tan; € HYT) 
EKAEN(S65)AEX. KEHÉ— TARDE. 0 
对 Trek, 其 势能 J(r) 为 


《3.68》 Kr) 一 4 uT, T) 一 L TamUaT 
其 中 按 一 般 方式 
(3.69) PACE 人 GUN) 

原 问题 的 对 侦 问 题 是 


问题 32 在 K 上 求 Je) 的 最 小 值 . D 

注 3.8 在 问题 3,2 中 要 假定 KK 非 空 . 

车 ro AIME, UEH” Co) 确切 地 说 ,Vi 是 HYXT) 中 
的 元 素 企 Te 上 的 限制 ), KIE. 

E To= p, WK AMEN) # 和 F: 的 转 短 等 价 于 
Æ. 0 

根据 (2.8), 我 们 有 


(es) > a | redx = alle] : 


由 此 立 得 

EAS BEKIR (W38), 问题 3.2 有 且 仅 有 一 个 解 
LA 

剩 下 要 说 明 原 问题 和 “对 侦 * 间 题 (这 至 此 仍 停留 在 定义 上 1!) 
之 间 的 关系 ;这 正 是 下 述 定理 。 

定理 38 假定 K 非 空 , 设 o 是 问题 3.2 的 解 , 则 方程 


(3.70) Salu) = Aiiki 
和 边 条 件 
(3.71) “=U, Tu E 
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(相应 地 , 当 To= o 时 无 边 条 件 ) 以 唯一 方式 (相应 地 精确 到 一 
个 刚体 位 移 ) 决 定 问题 3.1 的 (相应 地 一 个 ) 解 。 

证 明 。 只 需 概 证明, 车 * 是 问题 3.1 的 解 (或 解 中 的 一 个 ), 则 
出 oz 一 aapea) 定义 的 oc 使 了 在 天上 取 最 小 值 ， 即 满足 

frst —0)— | Uri — ouni)dT = 0 
u 
在 (3.69) 中 利用 (3.70) 即 得 
carter ru) = À ey 一 opDds 


一 f, miala — oy }dx 
一 f lran 一 oum)aT 
一 f, Cri 一 oii) de 
= fen 一 onDdar( 因 oor € K) 
Y 


由 于 在 ro 上 muU, WERE O0 
35.2 对 偶 和 Lagrange RF 
我 们 要 用 “Lagrange 乘 子 ”( 记 为 p) 再 次 得 到 上 述 的 结果 ">， 
DER 1(v) 出 发 ,并 把 等 式 
(3.72) GiikaeRs (0) = Ti 
看 作 约束 ,对 之 引 人 乘 子 ge 
注意 在 约束 (3.72) 下 ,有 
alv, v) = a (r,t) 
我 们 引入 泛 函 
(3.73) Ivg) =t rlr, e) — (, 0) 


-Í Fedr 一 | GT — iito) dr 
Fp a 
D 我 们 给 一 个 直接 的 叙述， 而 不 求助 于 对 偶 的 一 般 定理 关于 对 偶 的 一 般 定理 我 


们 特别 推荐 Rockafellar[1] 和 Teoaan[23。 
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其 中 r, ys 9 HAE, s,geH,veV, E To E neU, 
BR ve ou. 
注意 


(3.74) Inf I(r, v,g) = Hg) Iof I(r,v, 9) 
raen tragom 


= Info) = 1(4) 


(3.75) Supila) < 1(4) 
现 计算 N) 的 显 式 。 我 们 有 
I, o,a) = Lir ,v, 4) + L(r, 0,4) 
其 中 


te, o D = Eg) = r st) — | atad 


LG 00 = hrs a) = Ge) — | Frar 
FF 
十 f Gilija odr 
容易 验证 
(3.76) Iaf hr, 4) = — 4 Cr, 7), 其 中 Aitas = Ga 
进而 
Be, ne), Foar + f rase 


可 以 验证 
„BE BG, 9) = 一 oo， 除非 eK， 


此 时 
lof L(v,4) = [remuer 
于 是 


D 大 们 可 以 把 条 件 在 上 vi 一 U, HEAR SAART; 有 许多 可 能 的 
VAER. 
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+ (rss) + 人 Pasta à 
u 


(3.77) 1 = | Merck, 其 由 gu = Aires 


| =。 其 他 
而 
1 
(3.78) 1) = — aus a) + mViar 
因此 
IG) = 一 一 + Ce, 0) + fa osmUidT 
于 是 
Sup 1(9) = Sup (- + PACE: f rmDaar) 
> — À arte, 0) + f, outar 一 TO 
这 式 与 (3.75) 比 较 , 即 证 明 
(3.79) Sup 1(9) = Ia) 


R f(g) 以 其 值 (3.77), 我 们 有 
1 

(3.80) LE PACE fa | + Hu) = 0 
或 
GD mji tr, e) — fa rumUsaT]| + ut U) = 0 

此 外 , 若 第 一 个 Inf〔 相 应 地 ,第 二 个 ) 在 o (相应 地 ,在 w) 上 
得 到 , 则 og 和 w 满足 

oi = Giga lu) D 


注 3. 在 TontiL1] 中 有 弹性 问题 的 变 分 提 法 的 详细 研究 。 
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+ 动 - 恋 I 


Al 主要 结果 的 陈述 


利用 第 3 节 的 结果 ,我 们 就 能 够 解决 第 2 节 中 的 动态 问题 了 . 
引信 一 个 函数 ” 
《4.17 DU) E COPs PO = VGs Ty 上 
那么 u RA O PO, 保持 记号 x(z)。 间 题 (2.42) 等 价 
于 下 列 问 题 : 定义 
《4.2) V, = {else (P, fro 上 v= 0} 
(FE V= V = (HOY 如 果 Tv 一 好 ); 求 一 个 从 [0,T] 到 
Va WER ufr), 满足 
(4.3) Cu 0) + alul) e) = G), 2), Ve Ve 
其 中 


44) (Go 一 人 Do 十 人 FO)var 
+ (EC), v) + BO), e) 


和 初 条 件 

(4.5) #(0) = u, # (0) = u, 
我 们 引入 

(4.6) H = (LO 

注意 

(47) VoCH, Vo EH E 


AKER | DAR Vo GARJE H) 中 的 范 数 ,用 (, ) 表 示 二 
中 的 内 积 . 

我 们 把 五 和 其 对 偶 等 同 , 于 是 
《4.8) HCV Vi 是 Vo 的 对 侦 

A QG) 表示 Vo 和 Ve 之 间 的 对 偶 , 它 与 如 上 的 内 积 是 相 容 


D FEMME + 的 方式 ， 
133。 


的 。 
用 人 is 表示 Vo 上 的 前 的 对 偶 范 娄 , 即 
ls = Sup |, e)ls vE Vs Jol 1 


往 证 

定理 4.1 假定 
(4.9) w,w'e L'(0, Ts Vo 
(4.10) ww € Vos um EH 
则 有 且 仅 有 一 个 函数 «满足 
{4.11) uw€EL"(0, T; Vo) 
(4.12) “EL"(0, T3 H) 
(4.13) u” E L°CO,T3 VE) 
并 满足 (4.3), (45). 

注 4.1 GE 


(4.14) fis fOr€ LAO), QO = O X 10, TE, 
(415) Fi, OF;/ðt E L’(2), Z =T x ]0,7I 
(#16) DD ET x 10, TL 上 的 限制 ,这 里 ME: 
D, , 0/6, PÜ,/00, FBP E LO, T; HIT)) 
则 可 这 样 选择 O, WIENER EWES). 
事实 上 ,可 选 8， 满足 
《4.177) 图 0 T; C) 
现 证 明 we LIO, T; Vo), RIE 
GG), e) = (PC, 0) + fa PCDeaF + (DG), v) 
+ aDC), v) 
由 此 


KEGI H € ATP Get + E Oeno 
HIE Oel + 19 CM 


D 此 式 成 立 的 充分 条 件 在 注 4. 工 中指 出. 
2) 可 放宽 对 U NR RERED P,P ELTH COY), P0” E 
L*C03 Ts H). 


“lite 


从 而 
ly’ < eA IFN + EC + PGI + 18713 
PER. 
注 4.2 根据 第 3 节 所 述 , 我 们 有 
(4.18) alu, v) = a u), Ve, vE Vo 
(4.19) afr,e) > alol, Yre V, e> 0, # Tour © 
N1>0, 存在 ec>0， 使 
(420) falo, eo) + 1191 all}, Yoe y, 5 
Po = (Vo V) it 
下 面 我 们 将 在 一 个 “抽象 ”模式 下 证 明定 理 4.1， 其 中 仅 涉及 
Vos H, v; FÈE CG. 20) 的 "ala, 办. 0 
注 4.3 ”在 一 些 应 用 中 (例如 在 不 耦合 温度 的 线性 化 了 的 热 弹 
性 中 ) 可 能 遇 到 ayga 是 * 和 * 的 函数 的 情形 : 
ais FA 
于 是 要 考虑 一 个 Vo 上 依赖 于 * 的 连续 双 线性 型 C5, 0), Æ 
理 4.1 成 立 (以 类 似 的 方式 证 明 ) 只 要 


(421) alt; u, v) mass v, u}, Yu, ve Vo 
FELS 0 
(4.22) alts a, v) + hol’ >alel,e>0, 


Voe V, YE 10, T] 
(4.23) Vaso Vo, Mia; u,e) E [0T] 
上 一 次 连续 可 徽 。 

注 44 ro 一 gf 的 情形 。 在 定理 4.1 的 叙述 中 ,表现 不 出 当 
ro 一 © 时 以 下 两 种 情形 的 区 别 : 其 一 是 Wi, DO 和 F) 
ARS ATENDRE ME 
24) UO, fa FADpdT — 0, Ype R 


其 二 是 (4.24) 不 成 立 。 
我 们 更 细 至 地 考察 这 两 币 情 形 . 
D (424) R. 这 时 可 按 下 列 方 式 使 解 的 结构 窒 质 更 明 
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HL: 
(4.25) ult) = m + tt we) 
RE wE 
{4.26) (wD) Pp) = 0, Voe R 
事实 上 ,把 (4.25) 定 义 的 w( 代入 (4.3 ) 即 得 
(4.27) Ga" Ce), 6) + ar 十 tm + we), 2) 
= (r) + i HO 
Tr 


CA To Ø, H OG) = 0), 
在 (4.27) 中 取 v m pE R, 由 于 ae), p) = 0 #1(4.24), F0 


得 
(w iN, p) = 0 
这 一 等 式 与 w(0) = 0, w(0) 一 0 结合 则 证 明了 (4.26)。 

现 考察 第 二 种 情形 : 

D 关系 C4.24) 不 成 立 。 

在 这 种 情形 ,作用 在 弹性 体 上 的 力 引起 一 个 刚体 运动 ,而 弹性 
形变 玛 加 其 上 、 因 而 运动 是 大 幅度 的 ,线性 化 不 再 合理 定理 41 
然 正 形 , 但 模型 不 再 适用 .这 时 应 首先 确定 刚体 运动 ,然后 在 这 
一 运动 的 坐标 系 内 处 理 弹性 形变 问题 ,此 时 线性 化 是 合理 的 ,但 要 
Æ fe 和 Fe 以 外 增加 牵连 惯性 力 和 附加 力 a. TEH Os 
F(z) 和 F (#) 的 集合 在 各 个 时 刻 就 是 一 个 等 从 于 零 的 转 抢 ,这 
就 归结 为 情形 i) D 


4.2 定理 4.1 的 证 明 

为 证 定理 4.1 中 解 的 存在 性 , 我 们 用 类 似 于 第 一 章 5.6.1 的 方 
法 . 

空间 Ve 是 可 分 的 9。 于 是 可 选取 一 个 序列 wiss Wms o 
对 任意 mens un 它 是 线性 无 关 的 , 且 v 的 有 限 线性 组 合 


D BE 44 € VC 二 Vo》、 理 则 要 利用 一 全 比 (4. 史 ) 申 的 mm + ve RS RA” 
2》 在 “抽象 ?情形 这 是 一 个 ( 非 本 质 的 !) 条 性 。 
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在 Vo HE. PR, RE 
di m (H 各 夫 0 时 ) 
EN “m BENEM” HTF: 

MEJE [Wip Wm] 一 ostw 所 张 的 空间 
(um v) 十 (um 人 ip) = (y), v), 

(328) Ve Lun, ee, a] 
m0) 一 mm 
CO) = timg mE Luis son] Himn —> Hg 


(m> o EHA) 


(4.28) 是 zw 个 末 知 函数 的 线性 二 阶 常 微分 方程 组 , 因为 mn, 1e, 
wm 线 福 无 关 , 故 这 个 方程 组 非 而 蜡 ; 于 是 (4. 24) 只 一 决 定 了 à tm, 
m 的 先 验 估计 、 在 (428) 中 取 * 一 aoke， 这 是 允许 的 , 即 得 


14, 2 
Cr 
za! wi 


ns nl) = OC)» Mate) 


由 此 
(4.29) AC + an) y mE) 一 | tiam |? + alwos teo) 


2 (Co), woe = hol 
+ aliio, t) + LC), Hak) — 2050), #(0)) 
— 2 Ẹ (PCO), anCo))do. 
耐用。 表示 不 同 常数 时 ， 
alva) > alel — etel 
lum & clat 


HICION TONNES 主 alju CF + clr OD 
于 是 (4.29) 给 出 


(4.30) peall + + oun OF cle, + op 


+ OD + ele + elun)? 
+E e AGL NN 


wo 一 和 十 (Code 
给 出 
LC < 21608 + e fo uca) Pto 
于 是 (4.30) 给 出 
(ESI) MACAI? A Maa E c PRES PC 


EIO + EON f goza) 


+ eh EAA + lanCo) ade 


+ 
G32) Mol = FOON + tee + Beco 
(4.33) PaO = DP H NOT 

于 是 (4.31) 给 出 


(4.34) pat) € cll + aol + eh?) + e f Palada 

IE Gronwall 不 等 式 

(4.35) Pa) S eol 十 Ja + Mg ly exp cr) 
结论 o- 


um《 相 应 地 ，w%) 在 L°(o, T3 Vi) 《相应 地 ， 
上 "(0,T; 和)》 中 有 界 ( 当 m -~ of), 0 


于 是 由 (4.36) 推 出 ,可 从 ua 取 子 序列 vu 
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tna CHRE, uu) 4 CHEB, s), 在 
L®(0, T3 Ve) 《相应 地 , L°(0, T; H)) mets, 
现 证 “ 是 问题 的 解 ， 引 人 的 空间 中， 满 尾 


(4.37) 


438) PO = D plu, ge Co, TD, 


i=l 
PT) = 0, m 任意 有 限 
由 人 《4.28) 推 出 对 = a > m 
Cuky P) 十 alun P) — (F p) 一 0,9 由 (4.38) 给 定 
由 此 


(39) 人 [一 Coco pF auns P) — Gr, pde 


一 Gus PCO) 
在 (4.39) 对 # 取 极限 ,由 此 有 ,Vpe E: 
aD F, p) + alu, p) — Cp, P) Jde = (us PCO) 
由 于 w 的 有 限 线性 组 合 在 V。 thE, (4.40 ERREA 
FRH P RI 
pE CHIO, TI5Pe), PT) = 0. 
由 此 推出 ,在 10, TO 上 ,取信 在 V。 申 的 广义 函数 的 意义 下 


(441) w + Auray, 
其 中 4e (Vos VO 定义 如 下 : 
(4.42) au, v) = (Au, v), Vus ve Vo 


于 是 n'y — Aue L°(0, T; Vo， 在 (4.41) 两 端 取 与 peE 
(比方 说 ) 的 内 积 并 与 (4.40) 比 较 , 即 得 

Cas pf0) 一 人 (0 p(0)), Ype E 
由 此 CO) 一 ww， 由 (4.37) 得 出 #6(0) = 20 > COCE H RI), 


D SD LCD, T3 Va) EME HR 
Ji Crua was [ss PDAs vo LI, Ts va. 
D BARDAS 
we C0, TiK LOS Ti Ve), 
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即 得 “(0) = us re 满足 定理 41 的 条 件 。 站 
现 证 解 的 唯一 性 ?2， 设 “满足 (4.11),{4.12),(4.13) 和 
(143) u” + Aum 0, u0) = 0, w (0) = 0 
对 pe CLO, Tl; Pi) (Ri) ER aR, # 
ERR w, 使 
(444) wE L®(0, T3 Vo), w E LO, T; H}» 
w ELCO, Ts Vs) 


(445) . w + Awm 

(446) wlT)= 0, wT) 0 
下 列 分 部 积分 是 允许 的 : 

(4.47) Fer, wa = fe wa 


因此 在 (4,43) 两 端 取 与 “的 内 积 、 并 利用 (4.47)( 由 于 eu,r) 一 
a(0,#w)。 Ves o) 即 得 


fe, w” + Aw)dr = 0 
即 


fees p)ar = 0, vpe CUO, ris), #0. 0 


4.3 HEAR 


我 们 考虑 前 面 研究 的 边 值 问题 的 一 些 变形 
4.3.1 变形 1( 例 如 在 一 刚性 支承 上 的 物体 ) 


要 求 方程 
(4.48) Baj16 + Aumt, ON 
的 解 *。 它 满足 边 条 性 
(4.49) opni = Fis i 1,2,FX]0, TI =} E, 
(4:50) m= 0, ZE, 


自然 还 满足 初 条 件 (4.5)。 


1} 这 个 证 明 昨 T. Tarar 
D 2H Ts, 
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这 个 问题 的 为 学 解释 如 下 : 在 边界 了 上 给 定 力 的 面 密度 的 前 
两 个 分 量 FOR F 及 位 移 的 第 三 个 分 量 w;。 这 类 边 条 忻 , 比 方 说 、 
出 现在 下 列 问 题 中 :具有 一 部 分 平面 边界 的 弹性 体 〈 例 如 由 一 个 
赤道 平面 所 界 的 半球 ) 无 摩擦 地 故 在 一 个 水 平平 面 上 -。 车 假定 当 
变形 时 , 它 从 不 脱离 这 平面 ， 在 平面 边界 部 分 的 边 条 件 是 〈《4.49)， 
(4.50) ,而 在 其 余 边界 部 分 有 Fi 一 0, Fm1,2,3, D 

相应 的 静态 问题 是 
(4.51) Au =f 
和 (4.49),(4.50) 0 

为 给 出 变 分 提 法 ,我 们 引信 
(452) V, = {vje E V = (H(Q)), 在 TE 上 vm 0} 

不 难 验证 ,这 时 动态 (相应 地 ,静态 问题 ) 等 价 于 求 下 列 方程 的 
fu = ufr), 
(4.53) CC), 5) + aule), v) 


= Go, 0) + [Ou + Feld, 
Voev, 


它 满足 
(454) ue L°(0, T; Vi), EEC0: T3 H), u” € L®(0, T; Vi} 
和 (4.5). 《相应 地 , 求 干 列 方 程 的 解 ve PV) 


(455 au, o) — (fy 四 十 人 crew + For, Vee Ys 


为 解 这 些 问题 ,注意 alase) 在 V, 上 不 是 强制 的 ,因为 


(456) afr,v)=0,2EV,, ve, 
其 中 
(4.57) R= {pipe R, 在 PT 上 pm 0} 
TR ABS À 
Vi Vi 


alw, vais VI HER p vE sus € Vi 
WRA 4.55) 


slde 


USD Ge) + | LP + Fair — 0, Yoe R, 


时 才 可 能 有 解 .(4.58) 的 力学 解释 是 : 体积 力 Cif0) 和 表面 力 
{Fs F0) 的 转 矩 等 价 于 零 , 

于 是 如 在 3.4.2 中 一 样 ,可 验证 ,如 (4.58) 成 立 , 静 态 问题 (4.55) 
有 解 ,并 且 在 允许 相差 一 个 Z, 中 的 元 案 的 意义 下 是 唯一 的 

对 于 动态 问题 ,由于 vi> 0。 存 在 < 之 0 使 

als, o) + alo) > alri, Yver, 

可 以 利用 定理 4.1, 这 就 证 明了 (4.53),(4.54),(4.55) 解 的 存在 性 
各 唯一 性 . 

车 Yel T], 有 
(4.59) GG), 0) 十 frite, + FGF = 0, Vp R, 


WAR ner 时 有 


(4.60) ULE) = t t tu, + 0) 

其 中 

(4:61) (wE), p) = 0, Yo ER, 
证 明 与 注 4.4 A. 


E (4.59) 不 成 立 ,与 注 4.4 一 样 ,模型 不 再 适用 ,必须 作 如 注 
44i) 中 所 指出 的 类 似 的 修 政 。D 
432 变形 2( 物 体 放 在 一 个 弹性 外 壳 内 ) 
我 们 要 求 (4.48) 满 足下 列 边 条 件 的 解 us 
(4.62) or= 0, ZE EP, 
(4.63) an + kuy = 0 (k> 0),E EH 
它 还 满足 初 条件 (4.5]; 静 态 人 情形 对 应 于 (4.517 和 (4-62) (4.63), 
(4.62) 和 (4.63) 的 力学 解释 如 下 :了 工 上 点 的 切 向 位 移 自由 发 
生 , 而 法 向 力 是 弹性 恢复 力 ,其 绝对 慎 正 比 于 法 向 位 移 。 这 半边 条 
件 可 在 下 列 衫 形 出 现 ， 物 体 和 其 他 物体 的 弹性 接触 或 物体 在 一 暗 


D 用 注 ?2.5 中 的 记号 。 
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HR, 
ENEE. TERESAS OT FORUM v, E 
u€V = (HAO 


(4.64) alus v) = (fav), YEV 
其 中 
(4.65) akus o) = alu, v) +k 人 eevar 


动态 问题 等 价 于 求解 4 一 ule) 
(4.66) CUK), 0) + eur), 6) (fs), Wee V 
(4.67) wé L°(0, T3 V), w € L(0, T3 H), E L°(0, Ti V7) 
u 还 满足 (4.5)。 

为 解 这 些 问题 ,我 们 证 明 

定理 4.2 设 0 是 R WFE, aluse) 由 (4.65) 定 义 ,我 们 
有 
(4.68) adr, o) > alel, Vre 

证 明 。 一切 归结 为 证 明 (保留 已 经 用 这 的 记号 stv) 一 


O) 


€4.69) ele) + f erar > cjo 
” 代 以 elel™, — 0A E 

(470) el) + | ere>0, wiel, vev 
假定 44.70) 不 真 : 则 存在 序列 v。 使 


(470) eV, let 1, lo) + | oinar — 0 
r 


于 是 lel 所 CC， 从 而 可 取 序 列 vas 使 

(4.72) var, EVER 

而 单 射 了 一 《ZLX8)) 是 紧 的 , 故 有 

(4:73) va ro, E (ELO) 中 强 
但 


suse 


iminft eo) + Í, vindr 1 = 0 > oC) + f ohar 


于 是 s(v) 一 0 且 于 了 上 mw 一 0 Mi ve, 设 "一 十 如 
Azs M ww 一 0 STETE az + (bAz)r = 0, 这 是 不 可 能 
的 《T 不 可 能 是 一 个 平面 ). 从 而 > 一 0， 因此 (4735) 等 价 于 
ll 一 0。 这 是 荡 雇 的 ,因为 
ll =1, Yel 

由 定理 4.2 和 前 面 的 结果 立 得 

推论 4.1 Si (4.66),(467), (45), MÈRE 
《4.64) ) 有 唯一 解 。 


5. 带 摩擦 或 单 侧 约 束 的 线性 弹 怕 


5.1 摩擦 的 酋 批 定律 .动态 情形 


指南 “本 节 我 们 考虑 线性 弹性 体 的 形变 ， 其 边界 可 能 服从 前 
面 研究 过 的 类 型 的 经 典 边 条 件 ， 但 还 (至少 在 一 部 分 边界 上 ) 服 从 
ERR. 

作为 开始 ,我 们 采用 Coulomb 定律 ( 见 5.1.1), 甚 它 定律 在 5.4 
中 研究 ， 

5.11 Coulomb 定律 

考虑 在 C 接触 的 琴 个 弹性 物体 S 和 S (网 图 15), S 在 C 


FF 


* dde 


的 单位 外 法 线 是 n 设 5; 在 C 作用 于 S 上 的 力 是 F Cox 
在 < 局 击 的 一 区 域 的 接触 , 则 是 力 密度 )， 分 和解 F: 


{5.1) F= Fan + Fr, Fy=F'n 


Eih RES RÉ F 一 多 (C)， 称 为 在 C 点 的 摩擦 系 
数 (自然 它 依 束 于 S 和 S 在 C 点 的 边界 性 质 ). 

必须 区 别 在 C 的 两 类 接触 : 

D 双 侧 接触 , 即 不 论 力 沿 何方 向 ,接触 总 保持 ; 

ii) 单 侧 接 触 , 即 仅 当 力 由 一 物体 作用 在 另 一 物体 上 时 接触 才 
保持 . 

现在 分 别 钢 述 两 种 情形 下 的 Coulomb 定律 、 


《双人 出 接触 下 的 Coulomb 定律 》 
在 时 刻 fo 
(5.2) IFr(CC)1 < FCNFA( CN) = 8 aC) = 09 
IFrCC)] = F(C) |F] > FELS oE 
Ə ur(C)/ð = — 2 F(C) 


( 单 侧 接触 下 的 Coulomb 定律 》 

应 有 F(C) <0 H 

(5.3) IFrCC)l < — F (C) F(C) = 8 ur(C)/0: == 0 

IFr(C)| 一 一 名 (C) F(C) = FE 1204 
Sur/8: = — 2 Fri 


注 5.1 ERMEE E FI EM FC 或 
Fx(C) > 0 MIER A M FC WFC), AC), 
时 该 定律 是 ” 


1) & F EHR u(C);u(C) 一 wuKC)m + ur(C), 
2) xt = p(x, 0), x7 一 sup( 一 xy 0), 
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1FrCC)| < CC) FNCCY ur 
或 Bar(Cc)16 = 0 
1Pr(C)1 > FAC) Fu C)t 
(5.4) ECC) = Z'CC)FN(C) = FE L 20 使 
Ə ur(C)/84 = — 1, F(C) 
IFC) = FAC) FNCC)t = FE L20 使 
Bur(C) 一 — 4: Fr(C) 
后 的 讨论 中 ,这 一 变形 只 引起 微小 的 格 改 , 见 注 5.2.0 
5.12 待考 虑 的 问题 
a (所 考虑 的 弹性 体 ) 的 边界 工 的 一 部 分 Te 服从 摩擦 条 件 . 
相 补 部 分 了 一 Ty 服从 古典 型 的 条 件 ,比方 说 给 定 的 力 或 位 
移 . 
为 简化 搬 还 ,我 们 将 假定 在 了 一 rz 上 位 移 给 定 (在 了 一 Te 
的 一 部 分 上 给 定位 移 ,在 其 余部 分 上 给 定 力 , 除 书写 外 没有 任何 
难 ). & 
(5.5) T-T; = Fy 
用 “一 u(x,!) 记 (我 们 要 找 的 ) 位 移 场 ， Ts 上 的 边 条 件 是 
{5.6) “=U; 在 Zo Ty X 10, TI 上 . 
在 23s 一 Ts X 10, TL 上 法 向 应 力 给 定 , 即 
(5.7) en = Fus Œ Zs E°, 
MERMERE 5.2)) 
fort < F (x)| Fu] > 6 u r/3 = 0 
(5.8) lort 一 多 G) | Fy] > FELE 
8 arð: = — 10r 
其 中 2€ Tes J(e) 一 在 点 * 的 摩擦 系数 ; 设 函 数 97 a) 
在 Ts 上 有 界 可 测 且 
(5.9) FF 0 rETy 


1) RE Fn 在 Po LARIA. DREE BE Fw 不 依 帧 时 间 , 但 也 可 考虑 
PN RAA t OTE, 


dés 


为 简化 节 写 , 令 
(5.10) F |En] = 8, £E LT) 
问题 归结 为 
问题 5.1( 带 摩擦 的 动态 问题 ) 求 位 移 场 x 一 (re), MER 
方程 
Eu = oi + fi OA 


(5.11) 
D 一 GaikhBACG 

与 边 条 件 
{5.12) “=U; Œ fy X 10, TL = 3, 上 
和 

an = Fn, Æ Ds = Te X JO, TI E 
(5.13) ler! < g => Ôurjðt = 0 

lorl 一 8 > FEL D0 Oer/Ot 一 一 or 
及 初 条 件 


{5.14) ule, 0) = wolx), Bule, O01 = ml) rel D 

注 5.2 在 按 Fw OPERA A E EC 
注 5.1), 我 们 得 到 下 列 问 题 ， 求 « (Mo), 满足 (5.11),《5.12)( 条 
件 (5.14) 不 变 ), 而 代替 (5.13) 的 是 


(5.15) os = Fy, Ze 上 
jor) < ,Fs | 
或 > Our O1 一 0 
lor| < FFR 

(5.16) or Fn > FE LOE 


Burjð = — 1,07 
ce F Fh > FE L>0 tE 
Burja = — Lor D 
注 5.3 在 单 侧 情 形 、 若 在 所 有 的 点 *c T: Fw <0, HA 
(5.13) 取消 。 反之, 若 在 某 些 点 Fu 一 0， 引 起 摩擦 的 接触 中 止 
这 时 得 到 * 带 摩 氛 的 Signorini” 型 问题 ( 见 5.4.5) 0 
指南 。 我 们 现在 要 考 虐 伴随 类 似 于 上 述 摩擦 定律 的 秀 AI 


*147. 


题 ,尔后 提供 解 静态 癌 题 所 需 之 工具 . 
再 后 ,考察 摩 氛 芍 其 它 定律 ,以 便 最 终 回 到 动态 情形 。 


5.2 Coulomb 定律 ， 静 杰 情 形 


5.2.1 待考 虑 的 局 题 
对 应 问题 5.1 的 静 志 问题 如 下 : 
问题 5.2 求 位 移 场 x 一 w(x), 满足 


Cai + fr 0 
GA 网 = datula), OA 
(5.18) w= U;, To 上 
on = Fus Fa 上 
(5.19) lor| < g = urm 0 
lor| = g => FE 1> 0 fE wz 一 一 2or 


注 5.4 注 5.2 ARRES Eh R MEE FI, 
RWE (5.17), (5-18) :并 用 下 列 条 件 代 替 (5.19): 


(5.20) an Fxs Ts 上 
lor) < FFF | 
或 >ur= 0 
(5.21) lorl < PF# 


lorl = IFR + JA, > 0, 使 #7 一 一 Mor 
lorl 一 SFR 2 34 之 0 使 wr 一 一 ox D 
注 5.5 注 5.3 所 考虑 的 情况 在 静态 问题 中 的 类 似 情形 是 : 落 
在 了 的 所 有 点 Fw < 0， 则 (5.19) 成 立 。 
5.2.2 EYE 
沿用 2.3 的 记号 。 另 外 引信 泛 获 


(5.22) He) = fa, Dorr 


这 是 一 个 在 V = (H0) EER ATRA. 
RATER 5,2 "t FOF NE: 


D 等 价 是 形式 的 ,因为 在 问题 了 .2 中 尚未 明确 在 什么 样 的 函数 类 中 求解 a. 


ese 


问题 5.3 Re 满足 


(5.23) “=U, To 上 
alu, v — u) + Ce) — ilu) > CG, u) 
(5.24) + 人 Fan — un)dT 


YveEV, E Ty k esU 
事实 上 , 若 (3.19] 成 立 , 则 
(5.25) srlvr— ur) + glvrl — larl) > 0, THE 
取 (5.17) 与 v 一 w 的 内 积 并 利用 Green 公式 (2.33), 则 有 
(5.26) alavo — u) — fe [or(or — ur) : 
+ onley — an} lar 
= fr, ee = T= frv — a) 
而 在 Pr 上 ou Fy, Æ Tu bomu U, ik 
aqu, v — u) — (fa v — u) — |p, Falen — sn)ar 


= fp, oror — urar 
; 


由 此 
alu, v — a) + Co) — il) — (fa v — u) 


一 fes Fylon — uw)dr 


= fp, leror— ur) + gler) — gjurl r > 0 


根据 (5.25), 由 此 得 (5.24)。 

反之 , 设 * 满足 〈5.23)。《5.24]。 则 首先 取 o = utp, pe 
CAN, BI Au m f, 由 此 (5,17) 成 立 , 从 而 得 (5.26)( 形 式 地 
利用 Green 公式 ,这 可 象 在 Lions-Magenes [1] 第 ! 卷 第 2 章 中 那 
桩 来 验证 ;此 外 实行 形式 上 的 计算 没有 任何 逻辑 困难 ,因为 我 们 后 
面 取 间 题 5.3 的 搬 述 作为 解 的 定义 )。 

由 于 (5.26), 且 在 Tu 上 ， 一 4 一 4，(5.24) 即 给 出 : 
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Ga Èr, Lorter — wr) + #Clert ~ larl DIAT 


+ fp, Cor — Fuon ~ under > 0 


voe (H(O)P,Æ Ty Leu 
注意 当 ” 遍 历 CH (8)》” 时 ，sw 遍历 HY (T) 而 vr 遍历 
(EAT) 满足 vor ~ 0 的 子 空间 . 
于 是 可 在 (5.27) 中 取 vr 一 urson = HO) RERE Ta” 
内 的 任意 函数 ,由 此 


F 


Oy 四 Fy 
这 样 (5.27) 化 为 、 
(528) fr, LerCor — ur) + eClorl — lerl)Jar > 0 
设 
(529) 一 文集 在 Ts 内 部 的 函数 à € (AY 的 空间 。 
E we 加， 则 把 它 分 解 为 
D dns + pr, Da = np 
并 且 在 (5.28) 中 令 or 一 好， 而 由 于 orn 一 0， 我 们 有 
orbr 一 arp 


于 是 (5.28) 给 出 
(5.30) fa [cr + elr|ler 
一 f; [lorer + glurilar > 0 
Ed 
由 于 44zl 委 4， 则 由 (5.30) 推 出 
(5.31) fa Lorp + giel idr 
一 h, Lover + glurl Idr > 0, Yo ew 
在 上 式 中 , PRIE 26, 220, B 


D BE Tg 在 了 中 的 边 措 是 正则 的 ， 
* 1350. 


à 上 [torp + £ldl jar 


一 bi, Lorur + glurl]dT > 0, Wa >o 


由 此 
f itoe eour ao 
F5 
(5.32) Le eear| 去 | slelar， voer 
且 
(5.33) Le Cover + glurlJar < 0 
但 (5.32) 表 明 


fr, omar—|, (ordear 
在 和 上 连续 , TRAB CLS)? BIBE, (ODY 上 的 
范 数 是 
fa glplar 


而 该 形式 的 范 数 <. HFUÆ LOY 中 稠密 ,于 是 
gorE(L“(Trr)， 且 范 数 和 1 


Cu 

(5:34) lori S8, pp. 于 Ts 

于 是 orur + 8hurl > 0。 这 与 (5.33) 结 合 证 明了 
(5.35) arar 十 gurl = 0, p. p. 于 rr 上 


m (5.34), (5.35) 等 价 于 (5.19) 的 后 两 个 条 件 。 由 此 得 到 所 要 的 等 

价 性 - ` 

以 后 取 问 题 5.3 的 表述 作为 问题 的 定义 : 这 是 带 摩擦 的 能 态 

间 题 在 变 分 不 等 方程 形式 下 的 提 法 ,这 里 摩擦 是 服从 Coulomb E 

律 且 是 双 侧 接触 的 ，0 

注 5.6 当然 ,上 面 所 说 的 一 切 当 To ~ 必 时 亦 有 效 .0 
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注 5.7 BÆ Ts 上 8 0, (524) 就 化 为 
(5.36) alu, v — u) m (frv — u) + fos Fuloy — undr 
HÉRIIERTE 3 节 中 研究 过 的 类 型 ; 
{5.37) Au =a f 
(5.38) “=U, 在 To 上 
(5.39) ou Fu, or 一 0 在 Te 一 T 一 Pro 上 0 
注 5.8 要 得 到 注 5.4 中 的 问题 的 变 分 查 法 ,需要 把 rz 分 解 


为 
Tst, 在 其 上 F20 
和 
Fs- 在 其 上 Fr <00 
5.2.3 ÆR. Tu 测度 为 正 的 情形 
注意 ， 由 于 形式 ce, v) 是 对 称 的 , 问题 5.3 等 价 于 在 集合 
Bl aa 上: 
(5.40) Baa = (ele €V = HON ,EE Tu E o=} 
RZE 
(40) HOES Jate, 2) ti) — (fs 6) 


一 h FrendT 

BAUME LG) RIBOR RARE CNE o MIRE. 

假设 
(5.42) Fy € L*(Tp)? 
(5.43) fe L(Q) 
则 由 于 j) > 0， 推论 3.1 证 明 我 们 有 

定理 5.1 问题 5.3 有 唯一 解 .0 

注 5.9 (关于 对 SARA) 为 使 人 们 注意 到 对 £ 的 依赖 


D 这 可 以 推广 。 
*152* 


狂 , 我 们 记 7:00) 以 代替 Co), 设 ve 是 (5.23),(5.24) 相 应 的 解 
则 有 
{5.44} 5 lte, — tel < elle — Lillie ge 
事实 上 ,在 关于 ws,《 相 应 地 ，ws,) 的 类 似 于 (5.24)? 的 不 等 方程 中 
vus, CH, vœu), ICI ERA, ES w 一 
ws, trs 则 有 
(5-45) = ale, w) — fp (E — A lunt ~ le, DAT > 0 
由 于 we V。( 用 (3.36) 的 记号 ), 利 用 (3.37) 即 得 
elle < Re, 一 golly es, 一 uel vep 

RAT lel res < ?下 此 推出 (5.44) .于 是 .函数 g 一 u, 在 
一 定 意义 下 (由 (5.44) 明 确 之 ) 是 Cipschitz 连续 的 . 

RME, HE LT) 中 8 一 0 时 , 在 (H(Q)) 中 
zz 一 2 Mile 是 注 5.7 中 所 述 问 题 的 解 。 

5.2.4 结果. “To 一 好 ”的 情形 

À ru 一 J, MERX: R x EV 一 (HXQ))*, 满足 
(5.46) afu, v — u) + ilr) — ju} > fav — u) 

+ |, Fnton — #n)àT, Yve V 

在 (5.46) 中 令 > 一 0 和 > 一 2， 则 有 
{547 alu u) + i) = Gru) + f Fuundr 
因而 (5.46) 等 价 于 (5.47) 且 
(5.48) alus) + iv) > Hu) + (Fuewar, YeeV 

Ere 换 成 一 " BREGASTE 

alase) — (f, v) 
{5.49) — Favar Sile), VreV 
Hor 一 《+ 时 等 号 成 立 。 
在 (549) 中 取 “一 一 pE À, 我 们 看 到 问题 有 解 ,必须 有 
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45.50) jao + f, Fupuar| & ilo) 


一 人 aierlar， Vee R 


以 下 我 们 要 在 更 强 的 很 设 下 解决 问题 。 要 求 在 (5.50) 中 严格 
不 等 式 成 立 , 即 


(5:51) | &lerlér 一 


Uso) + |, Pupnat |] > 0, 


Ve, p#0 

由 于 Z 是 有 限 继 的 ,这 等 价 于 存在 > 0 使 
(552) Fslertlar — |G, o) — |, Foovdr | = clet” 

我 们 有 

定理 52 设 ro 一 A (5.52) 成 立 , 则 存在 5.46) H 
KEY, 或 等 价 地 ,* 使 由 (5.41) (Te 一 T) ELED Io) 在 
v EREA. 

WEB. BR 。 一 1(v) 在 V 上 连续 县 为 出 的 ; 于 是 只 需 证 明 


(5.53) io) 一 士 co， 当 el — co k, 
或 令 - 
(5.54) w= v — Pv, Pr = V> R 的 在 LRF 
中 的 正 交 投影 

(5.55) v= wtp, PER 

根据 (3.52)，setw) > alwl?， 从 而 
(5.56) alw, w) > alwi, a> o0 
此 外 

lo m elr) + lol? = slw) + el! + ipl 

故 有 


(5.57) lon 是 与 holt lol 等 价 的 范 数 。 


D 其 中 庆 在 前 几 他 一 樟 。 W = Mens = (f, idide)”. 
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我 们 有 
KORRI CES En Fales w) + iGe + p) 


— Ge w) — J Pear = |G, 0 
一 | Fuewer | 


> 4 alw,w) + ilw + p) — ile) + reo) 


— G, w)— f, FwtwnaT 根据 (5.52) 


2 (el + ll) — elel 

再 根据 (5.57) ,由 此 即 得 结果 . D 

(5.46) 的 解 的 唯一 和 问题 尚未 解决 3 在 第 一 章 第 7 节 定理 75 
我 们 已 看 到 有 某 种 类 似 的 情形 ,那里 可 以 得 到 唯一 竺 的 结论 ;但 沿 
未 能 把 该 推理 推广 到 用 前 的 情形 ， 一 个 直接 的 注释 如 下 : 

设 和 m 是 〈5.46) 的 两 个 可 能 的 解 , 在 关于 w《 相 应 地 、 
uD 的 不 等 方程 中 令 > 一 妇 《 相 应 地 ，* 一 4)。， 相 加 即 得 

alin — trm — u) = 0, 于 是 u — mne R, 故 


658) 在 定理 (5.2) 的 条 件 之 下 ,有 应 力 场 和 
应 变 场 的 唯一 性 。 
5.3 ”对 偶 变 分 提 法 


象 在 3.5 一 样 , 我 们 要 从 两 个 路 微 不 同 的 观点 考察 对 侦 问 题 。 
5.3.1 静 力 多 许 场 和 势能 
AKERE C. s as BI hamp statiquement 
admissible) HRA ,其 定义 是 
(5.59) K = {r|ry m roe L0), EOW ris tjO, 
E Ty E ru = Fus (tr & g}? 


1) WAMBE 5.12, 
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ÆS.10 对 满足 vos + fe 0 Hre 可 以 定义 ( 兄 注 3.7)》 
ran e HPT), Wi 


于 是 
(5.60) tn = Tanin, 在 HOO 中 定义 
而 

《5.61) Tit = tan — Tyn; € HAT} 

则 有 

(5.62) tre {ra} € (ETY 


RETo Elerh <8 RM: tr 在 Ts 上 的 限制 在 (Le(Fz)》 

H, ARE 
Irr | Sel), p p F Ts 上 

因而 ,由 (5.59) 定义 的 集合 玉 是 如 下 定义 的 空间 百 中 的 一 个 
GELA 
(5.63) He ele = visé L0)} 
(ERFAR |, or), 0 

对 te 下， 它 的 势能 JC) 定义 为 
GD Omi form var 


(与 在 (3.68) 中 一 桩 ,用 记号 (3.69)》 

原 问 题 的 对 偶 问 题 是 

问题 5.4 R J(r) 在 K 上 的 最 小 值 ，[0 

ÆSAI 与 问题 3.2 比 较 可 见 , 摩 擦 的 出 现 只 改变 凸 人 K (这 
确实 是 本 质 的 ,因为 我 们 可 从 一 个 仿 射 线性 流 形 凸 集 过 渡 到 “ 非 线 
nR). 0 

注 5.12 当然 ,问题 5.4 SERIES, M, e 5.23), 
(5.24) 的 解 ，MesTu > 0《 相 应 地 ,C5.46) 的 解 当 To 一 ©), W 

SEC € K 

根据 前 面 的 结果 即 得 
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《5.65) Mesl y > 0 CHA To 一 D,(5.52)R IL), 
n] K ð 
由 此 立即 推出 
R53 # Mer, > 0 (相应 地 ， 当 To 一 名，(5.52) 成 
立 ), 则 在 K 上 有 唯一 的 使 
{5.66) Ja) Jr), vrek 
或 等 价 地 


66D rls to) | Ditrim— oan)ar, Wee R 
u 


ATHERE ACR ROME BRIE Z HR R. 
往 证 ,初始 问题 和 对 偶 问 题 可 由 类 似 于 (3.81) 的 关系 《 见 下 面 
(5.76)) 联 系 起 米 , 并 且 这 两 问题 的 能 “和 o 满 尾 : 
{5.68) Ga aire), EA 
(5.69) orur + 8\ur) = 0, Æ Ta 上 
5.3.2 对 偶 和 Lagrange $F 
现 要 把 3.5.2 中 的 考虑 推广 到 现在 “ 带 摩擦 ”的 情形 . 
沿用 3.5.2 的 记号 , 引 人 ( 利 用 (3.73)) 
{5.70) Lalta v, D) = (rs p, 9) + ie)? 
(5.71) Lal) = Sup Pets vs 7), Æ Ty 上 v=U 


如 (3.75) 一 样 有 
(5.72) Sup ye(9) & I) 


用 3.5.2 的 记号 , 令 
tu, De dir, 9) + Lv, 7) 


hlo, D = ie) — ao) — fe, Fuoni? 


+ L Gasgas loda 
我 们 有 ( 见 (3.76)) 


D 人 Fear REJ, p Fronar. 
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15.73) Int hile, 9) 一 一 > (t,t) 


其 中 doutes = fy 


Le, D = 100 — Go) — fp, Fwevar 


+ f gaa (Ov Ox )àx 


由 此 推出 ,除非 re 天, 在 mu Lou, 
Inf Liv, 4) = — ©, 


而 当 TEK, 在 Ty Ev =URt 
if I(r, 9) 一 | rrr 
于 是 
— (rr) + ronadT, 荐 rE 民 


(5.74) Ia(1) 一 其 中 三 一 Liz 


一 KE 
m 
(575) I) = — + alu, u) + f oanad 

事实 上 ,由 Aut, Æ Fo E umU, Æ To 上 ov 一 Fw 

lor| S8, orur + giuri = 0 

可 推出 
ala, u) 一 {, cant dr 一 i Pawar 
= fr orit = Gra) 
XAT 
— À, ardr = itu) 

则 得 (5.75)。 
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于 是 


Sup 14(4) > 一 


(os) 十 f p TomT = [re] 
由 此 得 类 似 于 (3.81) 的 结论 : 
定理 5.4 我 们 有 


(5,76) Inf B lrt) 一 fa tunar | 


+ Int io 一 0 
rel 


此 外 , 解 。 和 由 (5.68),(5.60) 联 系 。 I 


5.4 其 它 边 系 件 和 尚未 解决 的 问题 


指 过 、 在 本 女将 指出 可 能 遇 到 的 其 它 边 条 件 ， 仍 然 或 不 再 保 
留 在 Coulomb 摩擦 定律 的 结构 内 。 
一 一 这 就 提出 了 新 的 问题 ,有 些 问 题 是 前 面 的 简单 变形 ,而 另 一 些 
似乎 尚未 解决 。 
541 带 摩 近 的 法 向 位 移 
Æ 5.1.2 所 处 理 的 问题 中 ,摩擦 作用 在 切 向 位 移 上 。 现 要 考 
虑 法 向 位 移 伴 随 摩擦 的 悄 形 ?3。 
仍 用 前 述 记 号 和 条 件 ,问题 是 求 (5.17) 满 足 (5.18) 的 解 、 而 在 
Te 上 是 下 列 条 件 : 设 8 和 8 在 LO) 中 给 定 (或 更 一 般 
地 ,在 T) RARE Ts 上 的 限制 ); 设 
(5.77) BLIKAR 
则 对 ere, 我 们 有 
E, < ayla) < 8a > Hyl) = 0 
(5.78) Où CD = g, = uy) > 0 
Enr) = g = nl) & 0 
比如 还 附加 古典 条 件 


D 在 某 些 力学 意 置 中 出 现 这 种 情形 。 
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(5.79) or= 0, JE Fe 上 
不 难 验 证 这 一 问题 “等 价 于 "" 求 泛 函 


(5.80) LOL A ale, v) + il) — {,») 
的 最 小 值 ， 其 中 
(5.81) ile) = f 【一 gwh + gwyar 


最 小 值 是 在 函数 ve (HOP 的 集合 Des LRAD, » 满足 
在 To kve, 
事实 上 , 若 * 是 sn 中 使 (wz) 取 最 小 值 的 解 , 则 
(5.82) afu,o — nu) + nv) — if) — (fv —u) 0, 
VIE D ua 
OR e= utp lP) 由 此 得 
Au = j 
由 此 根据 Green 公式 (2.33 儿 由 于 在 Tu E v= um U); 
alt, v — u) — f, ior(vr 一 ur) + on(vn — un) ldt 
= (fso — u) Salu, o — u) 4 1e) — fe) 
由 此 
(5.83) nle) — ja) + fr torr — ur) + wwfan — uy) lar 
>00 
取 vr — ur= p, EEC np =o CFTE), 而 取 
vy 一 uy 一 0《 这 是 允许 的 ), 从 《5.83) HA, (5.79) 成 立 , 于 是 
(5.83) 简 化 为 
(5.84) WOD HD + |n, onton ~ ty) > 0 


或 


D 象 多 次 申明 过 的 那样 ， 这 总 是 一 种 形式 上 的 等 价 。 因 为 在 (5.17), (5.183, 
《5.78)>(5.79) 中 我 们 没有 明 殉 关于 ”的 可 微 狂 条 件 ， 
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(585) À Leo 一 em 二 Ca — eviter 


= fe, [ow = eut + CE — onurdT > 0 


取 o= tip, peH"(T), p2>0, Ha> to 和 
4 一 0， 可 得 


(5.86) on — E S O, K — ond 
和 
fr, Lon — guk + CE — on)ssldr < 0 
与 (5.86) 结 合 ,这 等 价 于 
(5.87) Can — if + (g: — enun 0 


而 (5.86).(5.87) 等 价 于 (5.78), 则 得 结果 。 D 
推论 ”用 前 面 的 方法 可 见 , 若 MesTu > 0, MEAE- E. 
在 To D 的 情形 ,为 使 问题 有 解 ,必须 


(5.88) fe) — (6) > 0, Voe A 
由 此 (Pp 换 成 一 p》 推出 
(5.89) 一 人 emp + mehar € Fro) 


< |, Ceot + er, Yoe R 
MARTEM 5.2 的 方法 证 明了 ,在 强化 的 条 件 (5.88)] 之 下 ,并 着 
(5909 e= Ue) > 0, YWER, 0 # 07 
由 问题 至 少 有 一 解 ， 应 变 和 应 力 场 是 唯一 的 ， 昌 
S42 作为 摩擦 问题 的 极限 情形 的 Signorini 问题 
我 们 首先 考虑 5.4.1 的 特殊 情形 ，8 一 0， 吾 一 8 之 9. 我们 
引信 


(5.21) fe) = Î, Pr 


D 汉 二 有 穷 维 的 > 这 等 价 于 
no) Gs olol P20, ER. 
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那么 ,对 应 的 问题 是 (在 Tu 上 使 * 一 如 的 ”的 空间 上 7 


(5.92) aes r)+ 87e) — Ge) 
的 最 小 化 。 
我 们 考虑 最 难处 理 的 情形 
《5.93) ro 一 玫 
那么 , 若 假定 (5.90) 成 立 , 这 里 即 
(5.94) 一 (fp) 十 BACp) >O, VoeÆ, pHi 


则 存在 使 (5.92) 在 一 (HO) 上 取 最 小 值 的 vs 满足 
6-95) Kuer te) + gw) — BA (ue) 
— Uso — u> 0, Vrev 
我 们 有 应 变 和 应 力 场 的 唯一 性 . 
现 令 > +o, ARA 


(5.96) K={vlreV, ÆT Eor >t} 
RE Ph — RO. 
假定 
《5.97) 一 (jp) + gf Cp)>0, Yoe R, pz 0, 
名 之 0 国定 


则 Ys > go SIR. TEN 528 FE un UE 
(528) 可 找到 序列 8 -> +oo, 使 ws Æ VHEMT 
lala, v — a) > (js v —u}, VoekK, 的 解 
《5.93) 解 释 如 下 
(5.99) ar 一 DT 上 ， 
un > 0, oy 20, onu =0, TE 
这 是 Signorini 问题 ( 见 G. Fichera), 
(5.98) 的 证 明 指 出 ， 在 条 件 (5.97) 之 下 Signorini 问题 能 的 存 
在 性 ,由 该 条 件 知 
(5.100) —(j,p)>0, YPE RNK, pd 
在 G，Fichera 中 证 明了 (又 见 Lions-Stampacchiall) 只 在 较 
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器 条 件 (5.100) 之 下 Signorini 问题 解 的 存在 性 .这 里 , 在 更 强 的 假 
设 (5.97) 之 下 得 到 、Signorini 问题 是 摩擦 问题 的 极 恨 情形 。 0 
《5.98) 的 证 明 。 上 由 (5.97) 得 到 
一 (和 po) + g le) > collpll 
这 里 上 l ARV pH. 因此 , 若 ( 象 在 定理 5.2 中 那样 ) 分 
解 vcF 成 
v=wtop 


则 有 
到 ee， DETAOET (TD) 


= Saw, #) (fs w) + 8 fu + 0) — (fr 0) 


= L alw, w) — (J, w) — (fs pP) + go Co) 


+ (g — g) Cw + e) + at + 0) 
一 Z Ce) (由 (5.56), 且 设 g > g) 


> > alw — cllwl + collell 
+ ea + 0) — F(b)) 
而 
Fu + 6) /PA —clel 
由 此 


+ alese) + g) — Gaw) > elhel? + Mol) — ede 


这 里 oc 和 c 是 不 依赖 于 g 的 常数 。 故 ws 一 一 它 是 使 
Fate, r) + 8 fo) — (j, o) 


取 最 小 值 的 一 个 元 素 一 一 组 成 六 中 的 一 有 界 集 。 
于 是 从 (5.95) 推 世 ( 比 如 令 = 0) 
SA (us) es 
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i 
(5.101) Pa) 0, i g> +oo 时 
从 而 可 取 子 序列 , 仍 记 u 使 在 了 中 ws BaT wn， 根据 (5.191) 
fa) = 0, K weK。 

着 在 (5.95) 中 取 veK, (Cv) 此 时 为 零 ), 即 得 
(5.102) Awes 0) 一 (fo — ug) Bates te) 

在 (5.102) 中 取 极 限 便 得 

aÇu, v) — Cf, v — u) > alu, u), VoEK 

即 得 结果 . D 

543 带 给 定 法 向 位 称 的 其 它 摩擦 条 件 

在 一 些 带 摩 手 的 边 条 件 中 ,可 能 法 向 位 移 是 给 定 的 ,同时 至 少 
以 近似 的 方式 知道 法 向 应 力 ， 这 就 得 到 在 Ts LAID RE: 
《5.103) 在 rz 上 ww 一 0 
lorl < g = ur = 0 
lorl = 8 = 31 > 0 {E ur = — lor 
条 件 (5.104) 表 示 一 个 与 Coulomb 定律 不 同 的 摩擦 定律 。 相应 的 
变 分 提 法 是 


esi 一 人 十 人 eol — lurl)ar > Che — u) 


Vo E Das 且 满 足 (5.103) 
问题 的 解法 限 5.2 相同 。 
5.4.4” 带 给 定 法 向 位 移 的 Couhmb 摩擦 
我 们 重复 5.1.2 中 所 考虑 的 Coulomb 定律 、 但 这 次 假定 在 
Fz 一 了 一 Ts 上 给 定 的 是 法 向 位 移 , 而 非法 向 应 力 . 
这 就 得 到 ( 见 (5.7),(5.8)) 下 列 问题 : 
求 (5.17),(5.18) 的 解 #, 满 足 
(5.106) un = 0, Æ Te 上 
并 且 


(5.104) 


(5.105) 


D 在 Tw 上 的 边 条 忻 不 变 。 
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lori < ant 
(5.107) | orl < F jox] => ur = 0 

lerl = F lon => 42 0 ur 一 一 Lor 
这 问题 似乎 尚未 解决 。 我 们 只 作 下 列 说 明 : 
若 引 入 
(5108) Beam {lvlreECHCO)P, 在 ro 上 一口， 

在 Ts E on = 0} 

Je RG.17),(5.18),(5.106),(5.107) A0, MERE s Æ FAIR 
等 方程 在 Kaa 中 的 解 : 


(5109) els v — u) + fp FIDA Corl 一 1rDar 


> (jp — u), WoE Elu 

形式 上 的 等 价 性 易于 验证 、 但 问题 (5.109) 出 现 许多 困难 : 

i) 必须 给 《5.109) 以 明确 鸡 意 义 ; 因 为 当 € Bezson(w) 在 
Tg 上 没有 定义 ;可 是 , 若 * 是 (5.109) 的 解 ,那么 必 有 Au = j, 从 而 
有 可 能 (但 并 未 证 明 ) 当 ze (HK《8)》 且 Awe CLAY hh, 在 
"2(T》 EX loxCa)] 3 

ü) 即使 i) 的 困难 克服 了 ,不 等 方程 (5.109) 一 一 它 不 是 通常 
的 不 等 方程 一 仍 设 有 完全 解决 . 

可 以 证 明 下 列 正则 化 不 筹 方程 的 解 4 的 存在 性 


EÇ Aw, Ao —u)) 二 aa ou) + fp F len Cort 
{5.110) 一 lurl)ar > (f, v — u) 


# € PCO)Y, 在 ToL #=vœU, 在 Ts 上 sw 一 vn 一 0 D 

54.5 EMA Signorini 问题 (G. Duvan") 
这 里 研究 的 是 放置 在 刚性 支承 上 的 弹性 体 的 形变 ， 在 没有 应 
力 的 初始 状态 下 ,物体 占据 R 的 一 区 域 9, 其 边界 为 TT 的 一 部 
分 了, 与 一 刚性 支承 5 接触 ， 物 体 2 承 受 体积 力 Ci} MET — T 
《 一) 上 的 表面 力 ， 这 些 力 引起 弹性 体 的 形变 , 在 T 上 相应 的 
位 移 满足 : 法 向 分 量 是 负 的 或 零 ( 象 太 典 Signorint 间 题 一 样 ), 而 
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EDEA R S PE D MU E E RER ANR. 
. 位 移 场 Lu} 和 应 力 (oil 满足 方程 和 条 件 
(5.111) cas 十 地 一 0, 在 0 内 
(5.112) Gij = airs), EON 
cine Fi, ÆR E 
“s0 ET E 
Huy < 0 => rn 一 0 
(5.113) [ny = 0 => |ay & 0 
B| lori < F jor =r = 0 or 
lor) = lon = 5à > 0, 
#r = — lor 
著 令 
Bea = ele = {vi}, o; € HCO), Æ T, E om; = on & 0} 
我 们 证 明了 问题 (5.111) 一 (5.113) 的 解 满足 
UE Bo 
Gas) | cos 一 办 十 | F jolori — lur paT 


> lfs v —4)+ CF, v — u)r, YDE Des 
求 满足 45.114) 的 “是 一 个 尚未 解决 的 问题 。 D 
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指南 ， 现 在 重新 考虑 5.1.2 的 问题 5.1， 我 们 将 给 出 它 的 变 分 
所 法 ,这 是 问题 5.3 的 “动态 类 比 ”, 尔 后 解决 所 提出 的 问题 。 我 们 
对 前 几 闻 中 其 它 问题 的 "动态 类 比 * 从 咯 , 对 它们 可 得 出 类 似 结果 。 
在 稳定 情形 中 未 解决 的 问题 在 动态 情形 的 类 似 问题 中 也 未 解决 ， 
551 变 分 提 法 
定义 
(5.115) But 一 tzlpe(PCO)7 5， 在 ro Ev = UD} 
那 末 沿用 5.1.2 的 记号 就 得 到 
问题 5.5 求 ,满足 
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(5.116) uA € Be ar), Ve 
wD — w CEY talus — wC) + Ko) 
(5.117) CIOE- FD ~ Ce)) 
+ p FWA on — uC) JAF 


Vo € laa) 

和 初 条 件 
(5.118) WO) 一 my w(0) =u, D 

注 5.14 从 (5.116),(5.118) 推 出 在 Ty 上 uCe)= UC) + a 
UC0))， 则 当 
{5.119) 在 Ty E m= U(0) 
由 此 即 得 (5.6)。 0 

$51 上述 问题 所 涉及 的 是 关于 * 的 二 阶 发 展 不 等 方程 
(在 第 一 ,二 两 章 中 遇 到 的 发 展 不 等 方程 关于 * EMA). 0 

注 5.16 若 多 一 0( 无 摩擦 的 情形 ), 且 Te 一 了 一 Fr 一 Tz， 
则 不 等 式 (5.117) 成 为 等 式 , 并 归结 为 《2.42)。 问题 5.5 的 解 就 又 
作为 一 个 特例 给 出 第 4 节 的 结果 。 为 清楚 想见， 我 们 把 那些 结果 
分 别论 述 

注 5.17 在 前 几 了 段 (静态 情形 ) 我 们 看 到 

Mery>0 Tu = Ø 


的 丙种 情形 的 十 分 不 同 的 方式 解决 ， 在 后 一 情形 ,为 了 解 的 存在 ， 
摩擦 力 要 大 到 能 够 抵消 作用 在 系统 上 的 外 力 ， 以 获得 物体 的 静态 
平衡 位 置 . 

在 动态 情形 ,我 们 将 看 到 ,在 两 神情 形 下 ， 以 同一 方式 得 到 结 
果 . 但 是 如 在 “无 摩擦 "时 已 指示 的 ( 见 注 4.4), 在 “ro 一 他 ”时 可 以 
有 弹性 体 的 整体 运动 , 它 分 解 为 一 刚体 运动 和 一 形变 运动 . 

这 刚体 运动 一 般 破 坏 了 所 加 的 边 条 件 ， 寺 此 仅 在 下 列 情 形 我 
们 才 认 为 解 是 有 效 的 : 或 Me Ty > 0, 或 To 一 所, 且 对 所 有 
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LETTRE 


C5.120) | Olori dr — IGC, a) 


+ È Fuod) 2 0, Ve Æ, p ol 


5.5.2 ”结果 的 陈述 
与 41 -一 样 , 引 人 20), FE 
(5.121) POE(RNKO), 在 To 上 PO) = UD 
如 4.2 那 样 , 引 人 
€5.122) V, = {vlveE (H(Q)}, 在 To E # = 0}? 
以 Ce) — CHR xD 并 保留 记号 uG), WA 5.5 等 价 于 : 
RA l0, T] 到 Ve 的 函数 :一 w(z)， 满足 
(5.123) Cu Cgo — wY) H alu), o ~ TON 
+ Ce + PGY) iU + D) 
> GG}, 0 — lO), WEN, 
其 中 
(5.124) (P, r) = GO), e) 


+ fp, PrO — (80,0) — CD), v) 
LA 


和 初 值 
(5.125) 。w(0) 一 ww,"(0》 一 《这 里 与 (5.118) 比 较 ,uolz) 相 
当 m 一 C0)( 相 应 地 ,wi — P (0))) 

引入 H=(LK(O)) 和 V, 的 对 偶 Vs, WE 

V,CHCV, 

我 们 将 证 明 

定理 5.7 设 
(5-126) fo fs fE L0,T:H};FusFusFn € LAOT;LATS)) 
DP p” ELCO, Ti VXV = (HAY) 

Pa, p? € LA0,7T3 H), PCO) € (H(2)} 

(5.128) 2 不 依赖 /， 


(5.127) 


D ï Tv= g, V =r. 
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(5.129) mE (HEQ)) 
(5.130) a ECHO), 在 Ts 上 wr 二 Br(0) 一 0 


(5131) 40000), v) ~ (4800), v) — |p rorvrar, We € Vo 


在 这 些 条 件 之 下 ,有 且 仅 有 一 函数 w， 它 是 (5.123)，(5.125) 
满足 下 述 条 件 的 解 
《5.132) uu’ € LE(0, T3 Vo) 
(5-133) w'e L(0, T; H) 

5.5.3 唯一 性 的 证 骨 

证 明 是 容易 的 . 设 * 和 m 是 两 个 可 能 的 解 。 在 (5.123) 中 取 
v= i(r)《 相 应 地 ,在 关于 m 的 不 等 方程 中 令 ， = #6) HAM, 
令 w 一 4# 一 9， 风 得 

— ww) a(w,nw)>0 


RI 
Lt wy), wd < 0 


由 于 (0) = 0, w(0)= 0, a(v,v) > 0, BTE 
wa) = 0, BA wao 
5.54 ”存在 性 的 证 明 
为 了 看 出 在 缺少 初 看 限制 很 强 的 条 件 〈5.128) 时 哪里 会 引起 
难 ,我 们 在 开始 证 明 时 假定 £ 依赖 *， 满 足 


g, Del or, glor E L*(Tyx 10, TD 
我 们 把 泛 函 7 正则 化 。 定义 
GO = fe, ee Declerar 
其 中 ,比如 


pel) = Tu, e>0 


ie Æ i 的 一 凸 正则 化 
ARESE 
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(5.135) (e,o) + aluo) + (Gus + Dr) m (use), 
Vrey 
初 条 件 是 
(5.136) We 0) m sos Hil0) = ee, 
我 们 首先 指出 (5.135),(5.136) 解 的 存在 性 ， 然 后 建立 不 依赖 
于 s 的 先 验 估计 . 最 后 对 e 取 极限 . 
如 常 , 首 要 之 点 在 于 先 验 估 计 , 然 后 如 第 4 节 那 样 , 以 对 Gale 
rkin 逼近 中 的 维 数 取 极 限 而 得 到 w 存在 性 的 证 明 。 现 建立 先 验 
wit. 
先 验 估计 〈D 在 (5.135) 中 取 vœu + 8， 注意 到 
Gkw),w)2>0, VweV 
US 
(AON ORR AOE CAO OL 40) 
< Gr), aie) + BL) 
由 此 
G137 L S(O + (Gr), tle))) 
2 dt 


LPO), 40) + PC) — a) SC) 
— alu), DD) 
由 于 对 4 之 0 RFE ao 使 
aese) t ajel > akelP 
对 # 积分 (5.137]) 即 得 
(5.438) Tac H als CO — 301u DL < ba) + clol? 


+2 to), dico) + wo))do 


2) Go), ®Co))do 


2, 
一 ? | atuto), P(o) Jda = tl’ + cheli’ 


t2) (ya), ma) + Bao))dr 
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— 24 CD), DC) + 2e, PO 
+2 了 Cuka), O” Ca) Jda 


一 2 f atuto), d'(o))ao 
利用 
bete ceoPae + lo 


并 注意 由 对 全 ,ff, Fw 的 假设 导出 
(5.139) Fep ELCO, T; Vo) 
从 (5.138) 推 得 


MG + Me GP < etc ccc)pao 
+ e flask do + 2 [carte sioda 


e (1 + fu + ICO) 
+ 207), w) 一 C0) a) ` 
—2 toutes 
由 此 得 
(5.140) BAG + le, CP 
<c{1+ {GG + helo) ya) 
由 Gronwall 引 理 即 得 
€5.141) CROIRE A A OIECRL 
先 验 估 计 aD (5.135) 对 + 求 导数 ,再 取 0 = 4") +2"). & 


KO = (È KAO + HC) se +80 ) 


E 
(5.142) GC), u E) + O Y) + alle), °C) 
+O UY) + XG = E E) + GD 


GE KA 二 


Gad 0) = 2 À, gx DEC er wrerdr 
y fr eCo wr)vraT 
其 中 GC) = 2 lle, TR 
(EHD), o) ~ fr 2707077) 


+ fa en Dim PAC 十 D — bre) DE 
oR wa 
G ie O w) = j2 BE be wr wd 


+f glim p hw eDi tp 人》 


I aeo 


. w(t + 4) — re) ar 
4 


ATAT 4。 是 单调 的 ,后 一 积分 六 0 于 是 
{5.143) (£ FO), w ) > f BE p(wr)wraT 
由 这 不 等 式 和 {5.142) 给 出 
(5.144) + ż [CD EZOKON] 
+ f, 2e bL wrjwdT 


ÉACHOMAOET AO)! 
— (#0), O 一 (D (D) 
Hp RL u + 外 


D 这 句 为 译 者 所 加 . 一 一 详 者 注 
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从 0 到 +t 积分 上 式 得 
le GP + Nao E cla + 1e C0) 1) 


G) +e laoa 了 CORANA 


— ahi ("C0), 9"(a))as 


r3 
r 


-2 f fr DE plur + 0 Xa + DJ )dT de 
os ðr 


ECO), ECE Do = GG K) 一 (CD 
一 ar. Wi }do 

对 fs Frs D 的 假设 蕴涵 

C5.146) g” E LXO, T; Vi) 

于 是 


<5-147) f GC}, wado & elw EY allee O + e 


+ {acheté Co) de 
又 有 
fi Ka), 90) ae = (u) OG) 


K0), P0) — |i at, O Ydo 


和 (5.145) 出 发 , 即 得 ` 
(5.148) (eO + dre O S elel + eco 


+ e [ice GI + Ca) Yao 


+2/ff,,2 2 aCi ara| 
os Or Or 


现在 必须 估计 C0). 
由 (5.135) 得 
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TC0)s vV) = (PCO), v} — alu, 0) — Ci, + OO) r) 
而 根据 (5.130)，rxwr + 970) 一 0， 则 有 
(Cu COY, v) = (ECO), v) — aCi v) 
CONES EO 
— (P(O), v) — alPis v) — altos v) 


aC tty v) = (Au, v) + js gonvndT + fe onorar 
由 co 一 FnC0) 并 利用 (5.1341) 则 有 
GO}, v) = (C0) — DCO) 一 At 
APO 0) + |i, orrat 一 人 orerar 

由 此 
(5.149) 1 (0) = 10) — D (0) — Alr + DCO) 

TRA ENRERE, EA 
(5.150) leo) ee 

现 考 虑 (5.148) 的 最 后 一 项 , 它 等 于 


frp 2E dpe + HD 1947 
— fep E Ge Op huaC0) + POPAT 


-$ [Se rp DE pallur + HIT do 


而 为 了 在 (5.14 中 利用 这 里 的 估计 ,必须 以 1wCD1 控 制 上 式 , 但 这 
里 出 现 lke' (oil 由 此 不 能 得 到 所 要 的 结果 ,除非 假定 38/6: 一 0, 
这 正 是 条 件 (5.128). 

这 样 (5.148) 和 (5.150) 给 出 
(5.151) OO + de D 


<e (1t eb + lé Co) Yad) 
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由 Gronwall 引 理 则 得 
£5.152) BG + ls GO S e 
对 。 取 极限 
根据 (5.141) 和 (5.152) 可 从 u, 取 一 序列 。 仍 记 为 e ME 
ws —> u, m > u 《相应 地 , ur + u), 在 
Le(0, T; Vo) (相应 地 、 在 L°(0, T; H)) 弱 * 
由 (5.135) 得 
65.154) (us, v—n ) H alu, v — ui) + jlo + 0) 
hu +) — (y, o — u) 
= ie t P) — ie +9) 
— Ge +9),e—u)>0 
在 (5.154) 中 令 
v = oC), v € LD, T; Ve) 


(5.153) 


则 得 
65.155) lO, v) + ains #3 + il + 07) 
— Que — té > [Es i) 
E ates ts) + fus + Bar 
一 + Uri CD + en T), eT) 


一 + Llet? + aku, so) 
+ ici + a 
tim inf [Em (TIP + om T), “(7))| 
+ il + 0987 — Fla + es 


py Lie CT) P + aCuCT), (T3) 
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+ Tite + Oae — [hab + aosa) 


一 fre, wu) + alu, #7) + Cu + 9) Vds 
是 75.155) 给 岂 
fie, ou) + alu, o — u) t jet D) 
it + o) g, 2 —u)là > 
Vo € LA0, T3 Vo) 


MG. 156) 过 渡 到 逐 点 不 等 式 (5.123)? 可 用 与 第 一 章 5.6.3 中 
同样 的 方法 。 人 


(5.156) 


6. 线性 粘 - 弹 性 ， 短 记忆 材料 


61 特性 定律 和 推广 


粘 弹 性 材料 是 "有 记忆 能 力 ” 的 材料 ,其 意义 是 ,在 时 刻 : 的 应 
力 状 态 依 赖 于 材料 在 前 面 时 刻 所 受 的 全 部 形变 . 

若 特性 定律 在 应 力 张 量 和 应 变 张 重 之 逆 建 立 了 线性 关系 。 就 
称 这 些 材料 是 线性 的 . 

在 6，7 两 节 我 们 要 郑 虑 这 种 类 型 的 材料 ,并 区 别 有 或 没有 摩 
擦 的 两 种 情形 ， 

一 类 重要 的 “ 粘 弹 性 特性 定律 ”的 材料 是 一 种 这 样 的 材料 ,其 
应 变 和 应 力 张 量 对 * 的 导数 【《 即 关于 * 的 变化 率 ) 之 疗 有 线性 关 
系 。 这 是 “比率 型 "的 材料 ( 见 A.M. Freudenthal 和 H. Geringer), 
我 们 有 
(6-1) gi) + Aðra) 十 、 ES 

= aies Ce) + eu +: 
+ GRO Egal) 


1) 其 精确 意义 是 : EREL, TIPE t ERR Vue Ve #5 5.123), 
2) HR W. A. Day™, 
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《6.1) 中 对 + 的 导数 是 在 R 上 的 广义 函数 意义 下 的 , 当 * < 0 时 
张 量 ” 和 e 是 零 ( 和 前 几 节 不 同 RICE aus(w) 记 eu(e3. 在 一 
维 博 形 下 ,容易 作 上 明确 的 计算 ( 例如 利用 Laplace SH), M», Dm 
时 得 到 
《62) atr) = ael) + omBe(D18: + +++ 

+ aa) /Or + [ot — secs 


HR N = m ang a0, a A, b Rs > 0 时 正则 ,而 
当 1 之 0 时 连续 的 函数 。 
H mca 时 得 到 


(6.3) oD 一 BU — yal sds 


上 有 上 述 辣 样 性 质 ， 

定律 (6.3) 一 般 不 予 考 虑 。 因 为 它 所 表示 的 特性 与 实验 不 太 
符合 。 在 第 6 TRARA m 一 0,m 一 1 的 情形 在 第 7 节 研 究 n= 
m=l 的 情形 。 

当 下 一 0. mel 时 ,特性 定律 为 
(6.4) cn) = affa E) + ond/ dre te) 
这 时 我 们 说 ,涉及 的 是 短 记 亿 的 材料 ,因为 在 时 刻 * 的 应 力 状态 只 
依赖 于 在 时 刻 * RERA AAIE. ahs GUA, aa) 
起 弹 狂 (相应 地 ,粘性 2) 系数 的 作用 ,下 述 假设 自然 地 与 实验 符合 ， 

LAE ts À AEE 

(5 Aleyets > osnes 
(a 吕 。 是 对 速度 向 量 场 所 构成 的 8; 的 系数 ,因而 是 粘 乌 系 数 。 A 
而 数值 osens (Jais(w) 是 正 的 消失 能 量 项 ,此 即 (6.5) 第 二 个 
RE). 

当 memel 时 ,特性 定律 是 


(66) GG) = ahatea) + À bios — outs)ds 


1 
o 
D REFÉSRERMRZ IN. 
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服从 特性 定律 (6.6) 的 材料 (在 第 7 节 将 明确 对 函数 :一 den Ce AS 
假设 ) 称 为 长 记忆 的 ， 因 为 时 刻 * 的 应 力 状态 依赖 时 刻 * 的 形变 。 
还 依赖 在 * 之 前 的 时 刻 的 形变 . 0 


6.2 动态 情形 .问题 的 提 法 


方程 是 ” 
LA 
(6.7) EL 
; 
= 22 auto) 一 各 在 9 内 
1€ 10,TI 


WR ABET 一 00 的 一 部 分 re 上 带 摩擦 (系数 为 常数 
THE ro 一 了 一 Te 上 位 移 给 定 的 情形 . 
-于 是 边 条 件 类 似 于 5.1.2: 


(6.8} 在 rox]0, Ti E, s= U; 
(6.9) 在 Tsx]0,7[l E, ou = Fu 
(6.10 lorl<g= S \|Fy| => urd 一 0 


lorl = g => FE l 0 {E Our/ Or 一 一 Mor 
自然 , 初 条 件 是 

(6.11) ale, 0) = t(x), ulr, 0)/01 = ulr) H x € ORŸ 
为 表示 成 变 分 形式 ,引入 记号 ; 


Gu, o) 一 f PERONO 
(6.12) a 
Ma, 0) = | aasa Ce)eal edr 
(6.13) ie) = f givrlar 
AC 5.5.1 那样 ): 
(6.14) Rale) = {rive (EDY, Æ To Le = UO 


D 这 里 用 了 线性 化 加 速度 :因为 线性 化 彤 变 张 重出 现在 特性 定律 中 ， 
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则 上 述 问 题 可 象 5.5.1 那样 提出 ,而 à 代 以 a, EA HO a Cf 
应 于 粘 狂 ), 即 : 
(6.15) (le), o + a — 10) 
+ aa 人 pv — HC)) + io) 一 FI) 
<> Ge — e) 
+ fe, Enon — GA, Vee Bl) 


初 条 件 是 (6.11)。 Ü 
注 &1 若 多 一 0( 无 摩擦 情形 ), 又 若 U = 0, (5.15) 可 篇 
化 为 线性 方程 (Ts 一 了 一 ro) 
(6.16) (uC), v) + alu lt), v) + alul), v) 
= (GG), v) + fes Ford 在 Fo 上 v 一 9 


(EU # 0, (6.16) v LI © — e), D 

E 6.2 CHE 4415.17) 无 论 To 是 空 集 或 是 正 测 集 ,我 
们 可 以 同一 方式 处 理 问题 (6.15). 但 若 To = 多, 粘 弹 性 体 可 有 一 
整体 运动 , 它 分 解 为 一 刚体 运动 和 一 形变 运动 、 这 时 我 们 可 把 呵 
题 归结 为 ( 见 注 4.4) ,对 任意 + 


(6.17) IEO, P) + È, Fonar] 


< | elorldr, vee æ D 


63 ”动态 情形 的 存在 性 和 唯一 性 定理 


如 4.1 一 样 ,引入 OGY, 满足 
(6.18) DDE (H(O)Y, ÆFu EP) = UG) 
再 引 人 
(6.19) V = (HO 
{6.20) Vo= {elve Y, Æ Ty Eoso 


D # Tu= g, p RA 0. 
D E Tu=, VomV. 
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* 代 以 “一 出 《并 保留 记号 u), 问题 归结 为 求 ww 使 
{6.21) ule) € Vo 
6.22) (CHOO 十 own — be)) 
+ (ul), v — wn)) + itoe) 
— jl) + O) > (LO), mm e), 
Vee Po 
其 中 
(623) (LG), v) = (Ke), v) 
+ |, Pear — (0G), v) 
— APG), v) — (PU), v) 
初 条 件 是 
(6.24) | 0) = so REZ « — 2(0)) 
|w (0) = m CRE EE 一 (0) 
设 H= (LOY, VCHCPS, 我 们 有 
TAGI 设 
£6.25) f, fa 7° € LICO, Ts H), F, Fr, FN E LUTyx]l0, TU) 
(6.26) ®, P, B'E LO, T; V), O”, OO € LO, T; H), 
(0) € (H(Q)} 


(6.27) 2 不 依赖 于 2, 
(6.28) m € (POY 
(6.29) mE Vo Æ Ta E urt p0) = 0 


(6.30) (ECO), r) 一 (up, v) — au, v) = Gus v), mE H 
在 这 些 条 件 之 下 ,有 且 仅 有 一 个 函数 u“, E 
(6.31) n, u€ L”(0, T3 Vo) 
(6.32) < u” € L40, T; Vo N L”CO, T; H) 
且 满 足 (6.22) 和 (6.24) 
注 &3 性 质 (6.32) 比 (5.133) 再 强 ; 它 来 源 于 粘性 项 


D 车 乡 不 依赖 于 rs 这 等 于 说 Fn 不 依赖 于 :> 刚 C6.25) 的 第 二 那 分 自 热 成 立 、 
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ele, vo—u),. B 
证 明 。 唯 一 性 可 如 5.5.3 那样 验证 . 
对 于 存在 性 ， 沿 用 5.5.4 的 方法 。 只 给 出 证 明 的 线索 。 如 
(5.134) 那 样 引信 jne 
正则 化 近似 方程 是 
(6.33) (urso) + ow so) + Casse) + (ie Ces + 07), 0) 
= (LG), vv Vos HCO) 一 rosut0) = sa 
Romus 十 由 即 得 第 一 批 先 验 估 计 . 
注意 对 任意 1 > 0, 存在 m。 m > 0 使 
(6.34) ar, v) + rioj? = alol, a > 0, Vo € Vo 
alo, v) + ijel > aleli, a > 0 
且 
(6.35) Æ Tu 有 正 测度 ,在 (6.34) 中 可 取 4 一 0 
我 们 得 到 类 似 于 (5.138) 的 估计 ,其 左 端 为 


I OP + en oC tas + all, COUP 


— Mu P — 2f lei Co) Pdo 


由 此 推出 (与 (5.141) 比 较 ) 
(6.36) [A 


(6.37) [lue Oa < e 


为 得 第 二 批 估 计 , 如 5.5,4 那样 推导 。 

必须 有 一 对 局 (0) 的 估计 ;在 (6.33) 中 令 : 一 0, 并 利用 (6.79) 
即 得 

(C0), v) = CLO), v) — anse) m a Cins v) 
一 【根据 66.302) = (u v) 

于 是 
(6.38) wO) = oa 
在 (6.33) 中 对 * 求 导 数 , 再 令 一 CG) + PC), RCS (5.152) 
he): 


igla 


(6.39) as Ce + de OF sc 
(640) p MPd < e 
如 5.5.4 那样 对 s 取 极限 。 


注 6.4 同样 可 引入 如 5.4.1 那样 的 其 它 边 条 件 . 
注 &5 可 以 大 大 减弱 定理 6.1 中 的 条 件 。 得 到 的 自 汰 是 “更 


SAM. AURA 


定理 61 设 
(6.25) 1€ L'(0, Ts H), Fn € L'(Tsx10, TU) 
(6.26) P, dE L'(0, T; V), ®"€ L'(0, T3 H) 
(6.28) wE Ve 
(6.29) “€ H 


在 这 些 条 件 下 有 且 仅 有 一 个 函数 *， 使 


(6.31) wE L°(0, Ti PO, w € (0, T3 V) NL°(0, T3 H) 


(6.32) w € L'(0, T3 Vs) 
满足 (6.22),(6.24)。 

事实 上 , 仍 愉 (6.33) 的 解 w, 出 发 ,得 到 估计 ( 
是 从 (6.33) 推 出 


6.36),(6.37), 于 


(uso) = (LG,0) — alui 0) — a° (ias v) 


— (Ge +8), v) 


特别 由 此 得 :ws 组 成 工 (0, T; Vo) 中 的 一 有 秀和 集 。 用 与 前 面相 同 


的 方法 即 得 定理 。0 


64 MBSE. 变 分 间 法 


由 于 粘性 项 的 出 现 ,特性 定律 (5.4) 依赖 于 | 
如 (无 粘 狂 的 ) 弹 性 情形 那样 考虑 静态 问题 ， 

BEX :>0>0 时 力 或 已 知 位 移 变 化 很 
Bu > 关 时 的 解 , 则 习惯 上 ?在 运动 方程 4 


时 间 , 因 而 不 可 能 


小 * 并 且 人 们 感 兴 
要 略 去 线性 化 加 


D 在 6.7 中 将 看 到 在 多 大 程度 上 这 是 台 理 的 至少 在 无 摩 氛 的 铺 形 - 
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速度 项 94/167; 此 即 拟 静 态 情形 。0 
考虑 到 特性 定律 (6.4), 在 每 一 时 刻 :的 平衡 方程 是 
(641) — 2 E fret) 


z; 


— À tmt) = f Æ OX 10, TI 内 
x; 


RECEB), (6.9), (6.10) RE, MUR E 
(6.42) #(0) = m 
这 就 导致 问题 ， 求 e), ME 
AO 210) 
ale), v 一 (十 aa 人 ov 一 ar) 


(643) + iw) — GG) > GG) 9 — Ce) 
+ f, Fa — #())47, Vve R alt) 
和 初 条 件 (6.42)。 


这 里 必须 任 细 正 分 两 种 情形 : Mers > 0 和 Tu 一 多。 
从 情形 “Mesro > 0” 开 始 . 


65 Po 有 正 测度 情形 的 存在 性 和 唯一 性 定理 


仍 引 人 满 足 (6.18) 的 PG) 并 以 wx 一 号 代替 wx。 问题 转化 为 : 
Ru, RE 
(6.44) ul) € Vs 
(6.45) au CG}, v — ut) + a ae), v — w 
+ jlo t Da) — Hu + Pe) 
> (LG), v = a'l), YEV, 
其 中 
(646) Cite), v) = GG), o) 
+ f Fnord? — a (D), o) — DOU 6), 
* 还 满足 初 条 件 
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(6.47) C0) = ml =u — P(0)) 


我 们 将 证 明 
M62 假定 
(6.48) FE LA0, T; H), Fu E€ L'UTex]0, TE) 
(6.49) ®,®'€ L0, T; V) 
(6.50) wEV, 
在 这 些 条 件 下 ,有 且 仅 有 一 个 函数 x。 使 得 
《6.51) ue Le(0,T3; Vo) 
(6.52) we LUO, T3 Vs) 


u WELASE.) 
注 66 这 里 的 假设 与 定理 6.1 的 租 设 类 似 . 
唯一 性 的 证 明 、 设 ”和 xs 是 两 个 可 能 的 解 。 在 (6.45) 中 取 
一 as(D《 相 应 地 ,在 关于 vs 的 不 等 方程 中 取 o= a) 并 相 加 ， 
令 w 一 4 一 ux, 即 得 
— ew wD) — due), vw) 0 


或 > 
全 dar) + aw) & 0 

由 此 a C3) 一 0， 从 而 ww(9 一 0, 因为 办 和 满足 

(6.53) a'lo) > alel, e > 0, Yee VD 


存在 狂 的 证 明 仍然 从 一 个 正则 化 方程 出 发 . 
i 电 (5.134) 定 义 , 要 求 m, ME 
n G), 0) + Ntl) v) + (fe Ge Ce) 
(6.54) OO) v) m CLG), v), Yren, 
CACHET 
FREE IE, Sms LA 3 > 0,2, 是 如 下 问题 的 
解 : 


1) 确切 地 说 ,可 能 除去 上 A — PMR, (6.45) Po HAN EU. 
D) & alos p) ear)y 
3) 因为 Mesro>0. 
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e), w) + alus,Q), 0) + due), v) 
(6.55) + ml) + 2°), o) 
(Lie), v), VE Vs 
Hal O) 一 teo, tiy ~ 0 《比方 这 样 取 ) 
A ATF, , 即 得 (6.54) 的 解 ws 
在 (6.54) 中 令 v 一 4e) t UAF Glo), p) > 0, 即 得 
aU) 十 Cute, ul SE 一 COR AO) 
— eur), 8" Ce) + (LG), uite) + A 
由 此 


bos) drt 二 ee) 
o 2 
< E ue) 一 f a' (us, B')ds 
2 o 


= h Cuns Dds t J Cas eh + DJd 
从 而 
人 coPe + eco 1e 
<e [G Ge GI + he DaGoés + 1] 


M € L'(0, T) 
由 此 
人 COPa 二 lee 


ELG te Ca + E Ç ues 


+e [6 M{s)'d5 + 1] 
于 是 
fé CPS + les (OP 


< [core + e 
o 
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部 
(6.56) hae < 6, [lui OPa < e 


于 是 可 从 w。 取 一 个 序列 , 仍 记 x,。 满 足 

pee, Æ Le, T3 Vo) 中国” 

lu eu, Æ LO, T3 V) PE 

而 由 于 函数 " 一 (>)》 是 凸 的 。 

{6.58) jelo + BO) — fete Ce) + D'U) — (is (ue Ce) 
FP) 9 — a ()) > 0 


(6.57) 


由 (6.54) 得 
(6.59) a ws Ce), v — ws GY) + PE), v — ws (3) 
+ Ce + BD) jl Ce) + DD) 
D (LG), v — ue (e)) 
设 ve LEO, T; Vo)， 在 (6.59) 中 取 w 一 PC) SZ, RÉ 


(6.60) frac po — a) + due ai) + ile + ®) 
A 


— jlumu + D) — CL, e — u lde > 0 


或 

(6-61) Ç largui s od alu, v} + ha + 0°) 
CL v — nila > Faca Jäi 
+ Léa) + [ici + 28 
一 十 (mw) 

由 于 


lim inf E ah Jde + Latta CT) 
+ f ilm + a| 
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> Patwa + uT» 


+ Fie + Ode 
由 (6.61) 推 知 
(6.62) Fret, on) + a, v — #7) + io + 8) 


= is + O) — (Es vu —u)l& > 0, 
Vo e LA0, T; Vo) 
用 第 一 章 5.6.3 同一 手续 过 渡 到 逐 点 不 等 式 (6.45)。 À 


66 六 一 % 情形 的 研究 
当 To D 时 , 取 前 面 的 8(7) 一 0、 于 是 ,问题 为 求 PE 
(6.63) ale) € VC(=(H(Q)}) 
(6.64) aule), vo — u'Ke)) + a ue}, e — a (3) 
+ CG) — GG) > (LG), o 一 wz))。 


Vrev 
其 中 
(665) (LG), 6) = GG, 0) + | FwCoOesaT 
还 满足 初 条 件 (6.47). 


在 (6.64) 中 取 v =G) + o, pe R, HERE 
ap, p) = 0, dp, p) = 0, Yoev 


即 有 
I) + p) 一 大 we) > (La), o) 
又 由 于 
U + e) 一 TD) € fe) 
便 得 


(Lie), o) S ilo) 
或 (由 于 Ce) = i(—e)): 
(6-66) KLG), PN Co), Yee RB, V1E 10, T] 
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我 们 将 看 到 ， 必 要 条 件 (6.66) 对 于 某 种 意义 上 能 够 解决 前 述 问题 
是 充分 的 . 
我 们 要 过 渡 到 关于 Æ 的 商 ， 如 (3.47),(3.48) 引 和 人: 
(6.67) V= VR, H = HR 
(6.68) an" ,0 ) = a'(u,o) eeu’ vev’, i 0, 1 
根据 定理 3.4, 我 们 有 
(6.69) a(o) = dlw e) > ae he > 0 i 0,1 
此 外 定义 
(6.70) 2E Uzv) ~ Tnflitv + p) — (LD + p)), 
注意 , 若 (6.66) 成 立 , 则 
(6.71) uzv’) > ao 
事实 上 , 取 ”一 ”” 中 的 企 一 周 定 元 素 , 有 
ile + o) > ilo) — ilo) 


于 是 

ile + 0) — (Li), v + p) > ile) — (Li), o) 

一 Xe] — (LG), r) > i) — CE), ») 
(根据 (6.66)) 
即 得 (6.71)。 然 后 , 往 证 
定理 63 BE 

(6.72) fE L0, Ts H}, Fy € L'(TX 10, TI) 
(6.73) ERA 


且 (5.65) 对 几乎 所 有 的 :成立 , 其 中 工 ; 由 (6.65) 定 义 , 则 有 虽 仅 有 
一 函数 2, CE 


(6.74) u" € L*0, T; V°) 
(6.75) ue LO, Ti V°) 
(6.76) PRO 

和 


《6.77) aG), ET MO) TI CNONES MO) 
+ Ce) ED 20, Ye eV’ 
67 在 无 摩擦 时 i 一 0。 应 设 
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{6.78) LG), 0)=0, Yoe R 


这 时 

{6.79) iz v”) = — (Lis), 0°) 
而 (6.77) 简 化 为 方程 

(6.80) a Ce), v) + au" Ce), v) 


= (LG), »°), ve ep 

定理 6.3 的 证 明 。 唯 一 性 可 如 定理 6.2 一 样 证 明 , 因 为 由 于 过 
渡 到 对 HEC Kom 不 等 式 ),(6.69 ) 成 立 。 

对 存在 性 ,可 用 定理 6.2, 其 中 at(w, v) HEL au, v) + Cu, 
s), e>0, 而 au, v) 不 变 " 于 是 存在 (唯一 的 ) vas 满足 n€ 
L0, T; V), wm € LAO, Ti V), 
CEST) a'Cug, v — m JH elu, v — u, ) + a(n © — ne, Y 

十 其 z) i) 之 《EL emm), YeEV 


UCO) to 
在 (6.81) 中 令 o= 0, 我们 推出 
a walt) E elle 十 12 ay) 
2 d 


EIET OPE OS EE CAOR 
= (Lae), #0) + 0) — (Lie), o) — ial) 
ELL), de) + 0) + Kp) — iu) (根据 (6.66)) 
LG), u) + p) + CG) + p) 
el + [LCI lee) + ell, Ve 
对 2 取 下 确 界 , 即 得 
Him € (1 + IL) Inf ie + oil 


= «(+ LG)" Ge) 
根据 (6.69) 由 此 有 


D Mat(o)æalel, a0 f aey, ao) + Aol ete] A>, 定理 6.2 成 
立 。 
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i 1 

a f MCN + de + À alatt 
< Len) + eh Ot NEOA ACN vede 
< af late 


因此 
(6.82) LG + leas < e 
于 是 可 以 um 取 一 序列 , 仍 记 w;。 满 足 


(683) i 
“i >u”, E LXO, T: VO pR 
BEA 
(6.84) e EO) Pexe 
我 们 把 (6.81) 写 成 


Blw, — u) + au, o — w) + au, e 一 起 个 
+ Ge) — Leao) AG — (LG), (91 
> Inf (Ge) 十 p) — CLl), we) + o)l 
40710) 
由 此 车 ve LO, T; V), W 
{6.58) z 人 Gé, 0 — a )ds 


+ frac, eu) + aus oo —u} 


+ ile) — Css v)lé > f CAGE 2, 


而 w 一 人 如 (Ce eds 在 L'G0, T5) EAEE T EES, E 
此 
(686) tim inf pers uyd > Feu: “ds 
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把 (6.85) 写 成 
NECDET CIDER COEG 
一 (Pr opté > [ler ts wr) de 
+e F lubde + p Cus) de 


+ 去 AT) — $ at) 


由 此 
人 ee， 2) + aa, 0°) + Ce) — (Lv)] de 
> 信人 ee 十 F alude 
HAPUD 一 二 ax) 
因而 


(687) 人 Do 一 (Case 

> (tete, e ur) — at, ue) 

+ PE lr n°)] de . 
用 第 一 章 5.6.3 的 同样 步骤 ,我 们 由 此 推出 ,可 能 除 一 [0,T】 中 的 
SURERA * 我 们 有 
(6.88) ie) — (Liv) > — alu” G), e — uCe)) 
一 asp — DF; a), 
vveV 


若 把 > 换 成 " 十 p， 则 右 端 不 变 , 于 是 (6.88) 等 价 于 
(6.89) Inf [iv + p) — (Las o + p> au" CD， 


en") — au Cr — u G) 
+ SEC RO) 
上 式 左 端正 是 C; r`), 由 此 得 (6.77)，0 
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67 无 摩 掠 问题 中 拟 静 态 的 验证 


6.7.1 问题 的 提出 
我 们 考 虚 ( 在 6.2 和 6.3 研究 过 ) 动 态 情 形 , 设 


{6.90) Uis 和 Fw 不 依赖 于 : > 00, 
假定 初 值 为 零 : 
(6.31) m= 0 = 0 


于 是 对 <0 材料 处 于 未 形变 的 状态 . 
“ 氢 静 态 假设 " 是 说 ,在 通常 情形 ?, 在 条 件 (6.90),(6.91) 之 下 ， 
动力 学 问题 和 拟 静态 问题 的 解 是 “相近 多 ”. 
实际 上 我 们 要 证 明 , 当 没有 摩擦 时 ,情形 正 是 这 样 。 
在 “ 带 摩 擦 ”情形 相应 的 间 题 尚未 解决 ， 且 看 来 是 有 意义 的 . 
由 于 没有 摩擦 ,动力 情形 的 解 “ 满足 
(ws + au Ce), ») + EE COPT] 


(6.92) = (Lv), YEV, 
uQ) € Vo 
这 里 
(6.53) (Lar) = (f, v) — P, v) D 


RATÉ PRIVE, RINTCEOS.12) H8O AEAN rp 一 r— 
Tg。 事实 上 (用 第 2 节 的 记号 )。 
【一 rz 一 roUrr 

这 里 由 于 Ts 一 p, W 
(6.94) 了 了 一 PrUrr 

给 定 的 是 
(6.95) 在 To E m= Un U RRT 
(6.96) 在 Tr 上 osm = Fi, F; 不 依赖 于 * 
由 此 最 后 有 


D RETRETAR EE 6.8. 
2) 即 无 摩 所 情形 . 
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G), w) + alla), e) + aus), v) 
(56.97) = (L, v)so E Vos ult) E Vo 
la(0) = 0, (0 = 0 
其 中 


(698)  (L,r)=(,v)+ f FiwidT — a (O, v) 
> 


用 O 表示 相应 所 静态 阿 题 的 解 , 即 
RG), v) + oa) o) = (L, v), 
vE Vos 8G)€ Vo 
#(0) = 0 
现在 我 们 的 目的 是 证 明 “和 # 在 某 种 意义 下 是 相近 的 ,我 全 
要 区 分 两 种 情形 ，Mesry > 0 和 To = g, © 
6.7.2 “Mes Fu 二 0” 的 情形 
我 们 将 把 «和 a 与 下 列 稳定 问题 的 解 # 比较 : 
(6.190) AE, v) = (Liv), Vo Vos #€ Vo 
当 Mes Ty > 9。 此间 题 有 肉 一 解 。 经 证 
定理 6.4 it Mesfo > 0, 6.95), (6.96) 成 立 , 则 存在 常 
数 yY>0 和 <， 使 


(6.99) 


(6.101) ll 人 ao 一 到 和 ce 
《6.102) le & ce, erig' € L0, 3 V) 
定理 6.5 ”在 定理 6.4 的 假设 下 ,存在 常数 > >o 和 * 使 
(6.103) lag) 一 而 和 ce” 
(6.104) erw € L0, ©; V) 


推论 6.1 《 拟 稳 态 情 形 的 验证 ) ”在 定理 6.4 的 假设 之 下 , 存 
在 常数 r> oM e 
lac 一 RO E ce 
er (w — HE LO, T; V) 
定理 6.4 WERA, 函数 wC) ~ ule) 一 # 满足 
6.106) (w Gjov) + alw Ce), v) + awl) v) = 0 


(6.105) 


.193 + 


和 


(6.107) wO) = — 3, w0) = 0 
令 . 
(6.108) eos) me 6 Frs), 27 0 待定 


那么 (6.106) 给 出 
(6.109) (CHODE T GOND — T CON] 
+ CG), 0) E OPES] 
— iarl, = 0 
选取 4 充分 小 ,使 
(6.110) ao) 一 ao) + tiol Blo, 
B>0, Vo Vos 
6.11) av) —21/0l20, WE Vs 
在 (6.109) 中 到 z = 2/2) 即 得 


ES te + i EGG) + Bla 


— Aa 3 C))1 + 442 G)) — 2112 Cl = 0 
由 此 
l COP + Cs) + alaa) — tall) 
+2 KOG) — 24l s'ja )ds 
= sOP + ala0) + Phalo)’ — 24203) 
由 (6.110) 和 (6.111) 即 得 
(6.112) GI + PlsdPE C 


由 此 推出 (6.101) 和 (6.102) 的 第 一 个 不 等 式 . 但 可 选取 2, 使 
代替 (6-111) ,我 们 有 


(6-113) aCe) — 221r P > plell? 

(8 > 05 “RIRS” 8 不 必 与 (6.110) 中 的 相同 ) 这 时 得 到 
LOI + ICO + lea € € 

But 
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(6.114) [oaeee 
m 


ew m z — hz 
Hra 给 出 
eru eo Dr Le Dr € LAO, 003 V) 

由 此 即 得 (6.102) 的 第 二 部 分 . [ 

定理 6.5 MER, PAM (Ce) = 40) — à 满足 
(6.115) a CCD, 0) + a), ») = 0 

变换 (6.108) 导 出 
(6.116) a(z (tjs o) + eat), v) — Aa(zCr)sv) = 0 

选择 % 满 足 ? 
(6.117) av) — Aa) > ple 

在 (6.116) 中 取 s = e'O) 即 得 


BOP + Pls) lar < ec 
由 此 如 前 面 那样 , 即 得 结果 .0 
注 68 Æ Un f A Fu 依赖 于 o RERE OO, 使 对 充分 


小 的 1570 有 


ALC) — Ll & E 
(6.118} la pou 

f é GLO) RE < 
我 们 可 证 明 ,类 似 结 果 成 立 , 


6.7.3 Tu= 9 的 情形 

车 fy 一 o, MARRIS HL LWE 
(6.119) (Ls p) 一 0 Ype R | 
时 才 有 解 。 在 这 些 条 件 下 ,可 在 (6.99) 中 “过 渡 到 关于 A 的 商 ”; 
这 时 拟 静 术 问 题 有 唯一 解 2, WE 


D ACAR r) nR ESHTE S E, 
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(6.120) FELO, Ti V), č E LA0, T3 VO 
(6.121) CR 0) + aE), o )=(L,0}), Yere y 
此 外 ,在 (6.97) 中 令 v = p, 我 们 发 现 


GG), p) = 0 
由 于 u(0) 一 0，w(0) 一 0， 由 此 得 
(6.122) dele) o) = 0, Ype R 


我 们 把 s FI EIA e 等 同 : 

C6123) (uO) 07) + alu G), 07) + aule), 0) 
= (Lv), YorevV: 

但 过 渡 到 商 之 后 ,就 有 性 质 (6.69). 因而 情况 与 6.7.2 类 似 , 只 是 在 
空间 PO 中 考 虚 疝 题 ， 引 进 下 列 问题 的 解 a: 
{6.124) aa vw) = (L, o) 
于 是 ,改写 定理 6.4 和 6.5, 我 们 有 (FH' 一 HA): 

定理 6.6 设 To 一 5， 又 (6.96) 在 Te 一 T 上 成 立 , (6.119) 
成 立 , 则 存在 r > 0 和 Cc 使 


(6.125) de Ce) — ly < ce rs 
(6.126) Île" CIS cee, ere € L2(0, co; V'} 
定理 6.7 在 定理 6.6 的 假设 之 下 ,存在 > > 0 和 C 使 
(6.127) Ce) 一 到 村 cer, 
(6.128) eg € LO, 003 V'} 


与 推论 6.1 相应 的 推论 亦 成 立 。 


6.8 ”作为 带 粘 性 情形 极限 的 无 粘性 情形 
我 们 考虑 一 种 材料 ,其 特性 定律 是 (与 (6.4) 比 较 ): 
(6.129) où m afya + alsBsan1ar 
其 中 1>0, 并 令 1 趋 于 零 ; 换 句 话说 ," 粘 性 要 趋 于 零 ”。 
我 们 的 目的 是 验证 当 4 一 0 时 作为 “粘性 ”情形 的 极限 而 得 到 
第 5 节 的 “弹性 "情形 。0 
MEH 6.1 的 记号 ,以 mw 表示 
(6.130) “GE Vo 
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(AON — ni} + tat) 2 — aie) 
+ CAO — me)) + Hv + DC) 


(6.131) 
— Hua) + DO) > (LG), v 
i — ale), Yv E Vo 
的 解 ,满足 初 条 件 
(6.132) uO0) = Hos w0) = s 
经 证 
定理 6.8 保留 定理 6.1 的 假设 . 又 设 
FE, CH 
{6.133} (L(0), v) — au, v) = (8, #) 
af, v) Cu, v), Ve EVP 


则 当 2— 0 时 有 
u> u, m nu, RE LO, T3 Vo) PIRA 
ui — u”, E L°(0, T; H) p3 
这 里 * 是 定理 5.7 ER E E 
(6.135) Aux 在 LO, T; Vo) PAR 
证 明 。 如 (6.33), 若 虑 近似 正则 化 方程 
Ge, 0) 十 Ma Cuas o) + aunso) 
(6.136) + Gala tP), o) = (L, v) 
lal0) = tos ualO) 一 s, 
在 (6.136) 中 取 v = ua + 四、 即 得 类 似 于 (6.36), (6.37) 的 
估计 ,注意 因子 4 的 出 现 , 则 有 
(6.137) Ivo) | + ls S e 


(6.138) à [sacrée < e 


为 得 到 第 二 批 先 验 估计 ,可 如 定理 6. 1 的 证 明 中 那样 推导 ， 首 
先 ,在 (6.136) 中 令 :一 0， 利 用 定理 6.! 的 假设 和 (6.133)。* 即 得 
(6.139) uO) = à 一 des AEH PA R) 


《6.134) 


1) Bi (6.30). 
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在 (6.136) 中 对 : 求 导 ,尔后 以 wy Ee 即 得 (与 (6.39), (6.40) 
teik): 
(6.140) Jua + lua) Se 
(6141) a fera 和。 

对 sa 取 极 限 即 证 明 (6.130),(6.131),(6.132) 的 ( 唯 -一 ) 解 由 满 
E: 当 4 一 0 ti 
tas ME LO, T; Vo) 中 有 界 


(6142) at ELO, T; H) 中 有 界 


且 满 足 (6.135)。 
F 是 可 从 à 取 一 序列 , 仍 记 4,4 一 0, 使 (6.134) 成 立 ,由 此 即 
得 定理 ,只 要 我 们 验证 了 如 此 得 到 的 * 是 “弹性 ” 解 。 

在 (6-131) 中 令 v = el), KE ol JELO, T; Vo), 出 此 
得 到 


fic, v) + arú, v) + au, v) + je + @7) 


— Ge — K) lde > (ic, e) 
+ La (tis u) + aurs u) 


titoa > À ar) 
1 LEPE 
EÈ MTY, CT) + [ici + yde 


1 1 
一 j'ai TZ aus) 


由 此 ，， 
fC v) + aNu, v) + Co + PY (Lie widi 


> timinf| -+ EDES 十 a nT), a CT)) 
+ IEC + wae | 一 十 ll 一 二 am ne) 
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ECO (CT) CL) 
+ [ice + one — Liu — E usm) 


Le fier + au, w) + jla + D ))de 
从 而 
(6143) (rc, =w) + atçu se — 29 + te + 07) 


ia + 8) — CL, vo —u)ld > 0 
这 对 应 于 不 等 方程 (5.123) 的 积分 形式 一 一 它 等 价 于 逐 点 形式 . 日 
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我 们 要 考虑 6.3 的 情况 ,为 简单 计 , 设 To 一 必 。 我 们 将 以 [等 
价 的 ) 不 等 方程 的 抛物 型 组 代替 (6.22). 

今 设 
(6.144) F = V, X VC = Vo X H 

Wu 一 {us ts o = (0) 表示 和 E PARTIR, 
令 
(6.145) La, v] = aus v1) + Curs v) 
(6.146) au, v} = — aC ur v1) + aus, 23) + aKus v) 
SE 对 内 积 (6.145) 是 一 Hilbert 空间 ;形式 lu, v) 在 gr XS 
上 连续 ，% 是 对 称 的 ,我 们 有 


(6.147) mo, v) = av, v) > allo 
ES : 
(6.148) ule) 一 {a)y ue) 
我 们 考虑 "抛物 型 不 等 方程 ”: 


(6.149) Le Ge — DT + nn) — a) + ioa + BY) 
— IG) + PQ) 2 (LG), v — a) Ve y 
D ARTA. 
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它 等 价 于 (6.727 (WG) = u 等 价 性 的 验证 是 直接 的 ;只 项 利 
用 记号 (6.145),《6.146) 明 确 写 出 (6.149); 即 得 两 个 不 等 方程 ,其 
第 一 个 是 

aas 一 MG) — tls) so — M0, Yo € Ye 
ESAT 

MLE) 一 eat = 0 

由 此 即 得 结果 . 0 . 

注 6.9 因而 可 见 ,在 抛物 型 不 等 方程 形式 (6.149) 之 下 问题 
类 型 在 第 二 章 曾 遇 到 过 ，1 

注 6.10 TAG 149) 出 发 一 一 自然 如 上 初 条 件 (0) = {m， 


oj 一 一 重 得 定理 6.1. 0 


7， 线性 粘 -弹性 。 长 记忆 材料 


7.1 特性 定律 和 推广 
特 狂 定律 现 由 (6.6) 给 出 , 重 写 如 下 : 


(7.D ee) = angelu) + f baalt 一 Jerstal) Yds 
FRERE RNB ER, KA ao CROMERISREE AUOT 
能 依赖 于 ©, BEF: 有 界 且 满 足 


(7.2) Aiga T Bijih © Aghi 
dise as Z ME; € > 0 

系数 b) HAN ER. 

在 通常 的 实际 例子 中 。 这 些 系数 是 带 负 系数 的 指数 函数 的 线 
性 组 合 : 记 忆 随 时 间 的 推移 指数 地 衰减 .例如 可 见 B，Germain[2]， 
W. Prager[1] 和 T. H. Lin[1}, 

系数 buas = baalen e) Ri 也 可 能 依赖 *, 关 于 x, AR 
且 满 足 


D 用 下 面 同样 的 方法 ( 险 7.5 外 )? 辕 样 可 解决 当 oprs 正则 地 依 略 于 + 时 的 问题 . 
+ 200 + 


(7.3) bira = bijan 

和 正则 性 条 件 

(7.4) bisgs > Ob5ian Ot P bal € LOCO — A x 10,71) 
(7.1) 型 的 长 记忆 粘 弹性 材料 称 为 关 体 型 的 ,如 果 


(75) Fotos en #3 


《7.6) ai = aay + bus 满足 类 似 于 (7.2) 的 条 件 

这 时 au 称 为 “延迟 弹 福 系 数 ”。 

可 以 证 明 , 在 一 定 的 条 件 下 ,下 面 的 问题 的 解 2 CO à > 十 oo 
时 趋 于 对 应 系数 为 af 的 弹性 问题 的 解 。 0 


72 带 摩 按 的 动态 问题 
方程 是 


Pui ouls) 


Gn Or Ox; 


= Gia uG emal de = 1 


这 条 件 和 初 条 件 与 (6.8) 一 (6.11) 相 同 。 
注 7.1 同 祥 可 引入 例如 5.4.1 那样 的 其 它 边 条 件 。0 
为 给 出 变 分 提 法 , 令 


{7.8) ala, v) 一 P CCM OLPC Jde 


(7.9) EG uv) f, MONO OS 
V = (#(9)), H=(L{0)} 
V, = {olreV, Æ Ty E v=0+ 
形式 v 一 Bi; wsv) 在 V。 上 是 连续 的 ,于 是 
《7.11) bzu, v) = (Busv), Bu E Vs, BUJE L (Vo, Vo) 
SLA HC6.13),C6.14)5E À 的 i(v) A1 Da 


(7.10) 
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于 是 问题 以 下 列 方 式 提出 (与 n"5.5.1 和 0°6.2 比 较 ): 求 (1)。 
满足 
[Cu Ce), v — a CG) H alue), o — wl)) 


(712) | + fee — s; uls), — w Ce) )ds 
+ jle) Hw)) > GG), 8 一 we 人 CD 
+ fp, Fate 一 CDJar。 Vo € Baala) 


和 
(7.13) WC) € RL aae) 
(7-14) #00) = #09 (0) = a 


注 7.2 当 F = 0 (EER) 时 ,(7.12) 代 以 线性 方程 。 当 
了 一 ofTr 一 了 一 Fr) 时 
(7.15) Cu Qo) + alale), v) 


+ {oC sG) ps ~ Ge) 
+ fa FavdT, Vo € Vo 


4 U0 hh ERR e RA vu, 0 
注 7.3 对 情形 “To BEWE A To = ”的 区 别 ,我 们 有 
类 似 于 注 4.4, 5.17 和 6.2 的 性 质 。 


73 动态 畏 形 的 存在 性 和 唯一 性 定理 


引进 满足 (6.18) 的 8 (H To = Ø, P = 0); u RA u — o 
《并 保留 记号 v), 向 题 化 为 求 «, 使 
{7.16) ukt) E Vo 
Cala), v — w CEY) + alul), v — e C) 


+ fse — s; uls); v — w C jds 


+ ie + DY i + G) 
D (LG), v —uG)}, WE Po 


(7.17) 
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这 里 
(7:18) (LG): v) = (SG), e) 


+ fr, Fate — (06), v) 


— 480, v) — [eu — s3 OC), vd 


初 条 件 是 
(739) u(0) 一 CH s — P(0)) 
#(0)= m CES m — P (0)) 
我 们 有 
定理 7.1 假设 


(7209 Faf, f” € LOTH), Fus Fu, Fy € LT X 10, TC) 
(7.21) O, 0, Q” € L0, Ts V), D”, OE LO, T; H), DO) 


€ (HX 0)Y 
(07.22) 2 不 依赖 于 +， 
(7.23) wo € Vos (LCOY, v} — alios v) = (uv); € FH 
(7.24) mE Vos Æ Ty 上 tar + $0)=0 
在 这 些 条 件 下 .有 且 仅 有 一 个 函数 * 使 
{7.25) usu € L*(0, T3 Vo) 
(7.26) u" € L”(0, T3 H) 
县 «满足 (7.17),C7.19)。 


唯一 性 的 证 明 。 利 用 记号 (7.11), 我 们 记 
ET — 83 uls), v 一 we 人 DJas 


(fist ue, o wc) 


设 w 和 we 是 两 个 可 能 的 解 。 在 不 等 方程 (7.17) (相应 地 ,在 
关于 ws 的 不 等 方程 ) 中 取 v = 24e) (相应 地 ，v = s OHAN, 
Ç w=u— u, MẸ 

— (wa), wG) — alwG), wl)) 
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一 (f BU — wls)ds, w) 0 
由 此 ? 


À Ua" + ow ON 


< ~2(f BO — etes, wed) 
于 是 
(27) le GP + (QG) 


= —2 f a [Bc — swf dds ws)) 
而 一 般 有 {对 STS oo): 
(7.28) If ds (f EG — Dols ds, vo) 
< eff eco 
+ FOI, ReCIée] 
事实 上 
fa (fi B6 — vues #0) 
=f as y GC 一 dpl) pds 
一 ds CB — DEC) PU) 
— (B(0)pCa), plsi))] 


— fias |i (EG — et), pts 


虫 此 即 得 (7.28)。 
《7.27] 和 (7.28) 给 出 


(729) NWD A awe) < c [Pas + cle OI 


D 回忆 | 用 = fs P), ae) = aepo). 
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x ZOI 


而 对 15 0 FE aro 使 
(7.30) ale) + ile P > allel 
CA To。 测度 为 正 时 可 取 4 ~ 0), FHÉ(7.29)8 H 


(7.31) lw CP + alle GI & Alt) 12 + cf le(s) Pas 


+ = Ie 


而 
w = [rares 

于 是 由 (7.31) 推 出 

OD Nw OP + No OF < e | Cw) ets 


bik w = 0, D 
存在 性 的 证 明 。 仿 定理 6.1 的 证 明 。 我 们 用 5-5.4 的 方法 。 
正则 化 近似 方程 是 

(7.33) (ws v) t alus v) + (í Br — s)u {s )ds, ”) 

+ Glu HP), v) m| (LCG), v), WoE Vo 

初 条 件 是 

te(0) 一 to (0) = s 

CSS) vœu +, PUS E. 

唯一 要 验证 的 是 
X = (| BG — tés, wl) + 8) 
HENE, 7 


1) “表示 不 局 个 数 。 
D 这 思 没 有 利用 所 有 假设 (7,4) 仅 用 了 À blas ÆE ECX JD, TO hX 


一 事实 。 
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(E BU — sJu,()ds, PC) 
显然 , 剩 下 的 是 

x= (fre mc 40) 
而 根据 {7.28) 
aa fixas] 


<e (i MOTETO 了 usés) 


因而 ( 优 5.5.4) 即 得 
(7.35) aD + FOIRE 
车 在 (7.33) 中 令 “: 一 0”， 焉 (7.24) 得 
CLO), v) + alin, v) = CL(0), ») 


由 (7.23) 得 
0.36) 42 C0) = ts 

(7.33) 对 * 求 导 , 即 有 
(7.37) (iso) 十 az) 十 《BC0)zsCzs v) 


+ (fr uc, v) 


+ CCC + 03), v) = (Le), 0} 
我 们 将 有 与 前 面相 同 的 估计, 只 要 适当 地 控制 下 列 各 项 : 
a) (B(OH), ne Ce) + "(和 ) 一 一 这 项 的 控制 易 得 ; 


b) y = (È BG — elas re) + 20) 


(12707720) 
仍 可 直接 控制 , 剩 下 要 控制 
= (i BU — (os, #0) 
而 
人 ru = has (f BCs — su, Co) CY) 
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fa fac — a) CD CDs 


= free out), 60) 
— (Bet), ON 


— as | (E mele) sil as 
现 利用 (7.4) 即 得 : 


[Eric < chic + € 
+c f OIZA 
BEATA ETE. 即 得 


(7.38) WALO + le < € 
仿 定 理 6.1 苑 可 完成 定理 的 证 明 。 
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用 类 似 于 第 6 节 的 考 存 可知 ,伴随 (7.17),《〈7.19) 的 拟 静 态 问 
题 可 叙述 如 下 ( 设 口 不 依赖 于 ,, 便 可 设 四 不 依赖 于 D: 求 xD 使 
(716) uG) E Ve 
(739) aluo — wle) ) 
+ (| BG — esse — w) + 16 — 10) 
> (LU), o — u), Yo E Vo 
(7.40) s(0) = % 
7.4.1 关于 初 什 的 必要 条 件 
设 问 题 (7.39),(7.40) 有 一 对 : 正则 的 解 ; 令 w(0) 一 am (sw 不 
预先 给 定 )。 在 (7.39) 中 令 :一 0 见得 
af, 一 的 ) + io) — ia) > (ECO), v — a) 


Sn 
《7-41) Inf Laos v) — (L(O), v) + iCe)1 = a, m) 


— (EC), t) + i) > — oo 
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为 简单 计 , 若 设 
(7.42) U=0 
我 们 可 以 把 (7.41) 精 确 化 ， 
这 时 利用 Green 公式 ,有 
alus v} — (LO), v) + ir) = lA — 10), 0) 


+ (Color 一 FwCo)ew)ar 
十 | (ofert elerDer 
于 是 mt [afus o) — CL(O), v) + Fo)] = 一 oo， 除非 


Aua sm f(0) 
(7.43) où = Fa(0), Æ Ta E 
loH RE Ta 上 (wm 一 0 在 ro 上 ) 
在 条 件 (7.43) 之 下 则 有 


(7.44) Ink Camas #) — (ECO), e) + Ce XI = 0 
必要 条 任 他 .43) 对 于 (7.39),(7.40) 的 “ 强 " 解 的 存在 性 也 是 充 
分 的 ; 见 H. Brézism 第 2 章 《那里 用 了 与 非 线 性 半 群 相 联 系 的 方 
法 )。 从 力学 观点 看 ， 初 条 件 似 平 是 m= uf, ug 是 下 列 问题 的 
M: 
在 9 内 Aug = (0) 
在 Ts Eon(s5)= Fu(0) (在 To Eug = 0) 
lor(sd)| < g => air = 0 
lor(w#)1 = g => 34 D 0 (E ur = — 10743) 
PIu 是 对 应 于 力 f0), FnC0) 和 re 上 的 摩擦 条 件 的 静态 弹性 
问题 的 解 。 
然而 为 更 简单 些 ,我 们 可 在 更 强 的 假设 之 下 证 明 存 在 性 , 即 设 


Au = 0), QA 
(7.45) ok = Fn(0), Fe 上 
a= 0, Fo ECE Fu E m= 0) 
74.2 MR“ Mes Lu > 0” 的 研究 
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定理 7.2 BE Me To > 0, u 在 (HXQ)》 PAER 满嘴 
《7.45)， 假 定 U = 0 从 而 多 一 0， 又 (7.20) (7 .227 成 辽 。 

在 这 些 条 件 之 下 ,有 且 仅 有 一 个 男 数 u, WE 
(7.46) uu € L*(0, T3 Vo) 
#1(7.39),C7.40), 

唯一 性 的 证 明 . 设 * 和 ea 是 两 个 可 能 的 解 ，w 一 “一 us, 
# (7.39) HE o = nG) ORED, ERT ws 的 不 等 方程 中 令 
v = uG) 并 相 加 ,再 积分 即 得 (比较 (7.29]》 


OAD wD) Se | ea 


+ cle)! 了 Nw)llas 
而 由 于 ro WEDE MS 4 一 0 时 (7.30) 成 立 , 于 是 由 (7.47) 推 出 
[DPE e lls)lPas 


即 得 = 0, D 
存在 性 的 证 明 ， 我 们 实行 双重 正则 化 ， 把 i 正则 化 为 和 并 加 
一 项 ne， pz) ,> 0。 以 下 列 重 双 正 则 化 方程 近似 (7.39); 
(7.48) (us 0) + Aens 0) 
+ (f BO — s Jue dr, +) 
+ Cie, G)), 0) = (LG), v) 


带 初 条 件 
(7.49) Way(0) = % 
(7.50) enl O) = 0 


令 ”一 wen( 丰 ， 即 得 第 一 组 先 验 估计 ， 
(7.51) lee GE e ARRAT e 和 3? 的 常数 ) 
(782) EILART 
为 进一步 推演 , 求 (7.48) 对 z 的 导数 ,再 以 enG) 代 v. 还 必须 
有 一 wx%0) 的 不 依赖 于 s 和 7 的 估计 . 


D BROOKS AE w 一 0 RENE. 
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在 (7.48) 中 令 à = 0 WE 
(7.53) aGus C0}, v) + almos v) + (C0): v) 


— (ECO), v) = ODs v) + fp, FnCOevdr 


而 护照 (745)。a(ms v) = (CO. v) + |n, FaCO) ndr, F 


(7.53) 给 出 
nus (0), ») = 0 


于 是 

(7.54) “inl 0) = 0 
从 而 

(7.55) le OF < = 
(7.56) wa lo ee 


用 通常 的 手续 可 对 和 "4 取 极 限 。 
注 7.4 在 “无 摩擦 "时 ，Ts 代 以 Tr ( 见 6.7). 问题 是 求 函数 
4， 满足 (7.16) 和 


(7.57) alete), v) + (fe — uC)ds, 2) 


一 GD 十 | p POT 
则 w 是 给 定 的 : 在 (7.57? 中 取 :一 0 即 有 
(7.58) alto, v) = HOr) + fa F;(0)eaT 


这 是 在 此 时 (7.45) 的 类 似 。0 
74.3 ME “Tu= Ø” HAE 
如 Tv = 所 ， 问 题 是 求 wu, 满足 

TOLSA 

FEOEO ({ BU — als)drs » 一 wo) 
+j) i) (LO — a) WEN 

(0) = wo 

D ER FEAR RIRE 7 KN RINERRO. 5) 


(7.59) 
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完全 按 6.6 可 得 必 村 条 件 : 在 (7.59) 中 取 v = u'l) t ps pe R, 
由 于 


(feu — Date, e) 


一 p BU — ss us), pdds = 0 


即 得 
GC) 十 0) — iU) > (LG), p) 
由 此 
i(p) > (LG), p) 
或 - 
(7.60) 1EAN & i, Yet R 


下 面 会 看 到 必 权 条 件 〈7.50) 对 于 在 适当 的 意义 下 有 解 也 是 充分 
和 的， 过 渡 到 关于 R 和 的 商 ( 见 (6.67)); 令 
alw, o) = afu, v) 

(7.61) blr; u’, v) = Bs upy), WHEW SWE VD 
定义 (比较 (6.70)) 
(7.62) l) 一 了 EC +o) LO, +t o)l 
由 于 (7.60), 有 ( 见 (6.71))》 BE (0 > 一 cc。 

要 考虑 的 问题 则 是 求 O, E 
《7.63) GOLIA 
(7.64) aE r + fec — se), 


Gas + (0) — BEC) 0, 


Ve” e y: 
(7.65) wO) = 
我 们 有 
定理 7.3 设 (7.60) 成 立 ,(7.20) 和 (7.22) 亦 成 立 。 假 定 
{7.66) alfluis #7) + EEO; 0°) = 0 
则 有 县 仅 有 一 个 函数 w 
(7.67) wp u” E L”, T; VY 


"2e 


u RE (7.63),(7.64,(7.65), 
证 明 可 利用 与 定理 7.2 和 定理 6.3 He. 0 
注 7.5 在 无 摩擦 时 ,(7.60) 给 出 

{7.68) (LG), p= 二 0, Ve K 

于 是 LE (Cr 07) 一 (L(A),v')， 因 而 (7.64) 简 化 为 


(7.69) awae foe — s wC), vde 


= (LE) e), Ve eV” 
TS ”在 无 摩擦 情形 Laplace 变换 的 运用 
引入 算 子 4€ (Po Vo)， 其 定义 为 


{7.70) alu, v) = (Aus t) MH, vE Fos 
则 动态 问题 可 表 为 ( 见 注 7.2) 

(7.71) + Aut Basm, 
其 中 

(7.72) BwuG) 一 f BU — s)u(s)és 


(7.71) RZE] 0,007 上 对 : RS; 以 下 对 上 < 和 把 * 延 拓 为 0 是 适 
宜 的 一 一 仍 以 * 记 这 个 延 括 ;那么 这 时 在 ] 一 ee, 十 co[ 上 求 导 , 则 有 
u" d dut B kum L Eu tut, 


(7.73) PV) 中 的 方程 
当 uco 时 =* 为 零 . 0 
氢 稳 坊间 题 表 达 为 
{7.74) AutBkuæ LE 


为 简单 计 , 设 工 不 依赖 于 :， 

问题 47.73 光 对 应 地 ,(7.?4)) 的 解 可 由 对 “的 Laplace 变换 得 
到 (这 是 Lions[3] 的 一 特 珠 情形 )、 

引 人 


(775) Ap) = Ç aude pm st me 0 


D 关于 + 的 向 量 信 函数 的 关 积 。 


*212* 


(a 的 (关于 +} 的 Laplace 变换 )。 


假定 
(7.76) burr € L'{0,00; L”(Q)) 
由 此 推出 
(7.77) Be D0, ©; {Vos Vo)) 
51A? 


(7.78) BG) F ceB(Da (ELWa PD) E> Fe 
由 Laplace Zi, (7.73)CE RW, 0.7D FNF 


(7.79) (P + A+ BUDAPE) 一 + L + Pm + s 
(相应 地 
(7.80) (4 + BCRP) 一 $ L) 


已 经 证 明 ( 见 Lions(3 T)FIREC7.79 APE, 只 要 二 充分 大 ，。 
k Ein FÈ 


(7.81) ae) = (P+ 4 + BY Gr + Pas + u) 
mA 
{1 
p> (P+ A+ RON :人 全 上 二 puat m) 
有 逆 Laplace 变换 , 它 就 是 问题 的 解 wx。 了 


对 于 拟 和 静态 情形 ,已 证 明了 一 个 类 似 结果 , 当 E >i 时 ， 可 
R A+ ÊP) 的 逆 且 


(7.82) 2@) = (A+ BP È Ls 


函数 p 一 CEST ONE 4 工 有 一 个 逆 Laplace 变换 ,此 即 问 题 的 


1) AE BELO, ceo; CVS; Pop) (M EDS). WIAR RARR. 
见 Lions[3]。 
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7.6 “作为 带 记忆 销 形 极限 的 弹性 情形 


我 们 考虑 定律 (比较 6.8) 
(7.83) du) = tugbalu) 


+a f baalt — s)ena( els))as 


1 > 0 预定 要 趋 于 零 
H n 表示 定理 7.1 中 对 应 问题 的 解 , 即 
(7.84) mL) € Vo 


(7.85) (wr Cs ESA O)ETICRON v — a) 
+2 f DCI — 5305), v — we ds 


+ jlo + PG) — GA) + P 
> (LG), v — uife)), Vo € Vo 


(7.86) (0) = to u0) 一 组 
我 们 有 

定理 7.3 设 定理 7.1 的 条 件 成 立 , 则 当 2 一 0 时 有 
(7.87) mu, mou, Æ LO, T; Vo) 弱 * 
(7.88) uy vu", ÆL°0, T; H) 中 弱 * 


Hp e 是 定理 5.7 给 定 的 “弹性 ”情形 的 解 . 
为 证 此 定理 ,考虑 正则 化 问题 的 解 a (比较 (7.33)): 
(7.89) Gus o) + aluno) 


+ 2([ BU — Dus(ods, 小 


+ (Ga + D)w) = (LC), 0); Vo E Vo 
ualO) = tos #30) = m 
如 定理 7.! 的 证 明 一 样 ,得 到 不 依赖 于 = 和 1 的 估计 : 
lea GH + jc + la Ee 
由 此 推出 定理 。 0 
注 7.7 更 一 般 地 ,定理 7.1 给 的 解 sene ERRATA”. D 
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8. 评述 


我 们 在 第 2,3,4 各 节 复 习 了 线性 弹性 古 册 理论 的 要 点 ， 这 对 
5,6.7 诸 节 的 主要 内 容 是 有 用 的 。 特 别 在 第 3 节 给 出 了 Kon 不 等 
式 的 一 个 证 明 ， 该 不 等 式 无 论 在 古典 理论 或 在 “ 带 摩 探 "或 “ 单 侧 ” 
情形 部 起 着 重要 的 和 作用， 这 个 不 等 式 在 关于 口 的 边界 需要 较 少 假 
设 下 的 证 明 属 于 J. Gobert [1]. 我 们 的 证 明基 于 一 个 一 般 定理 
《定理 3.2), 它 十 分 简单 ,此 外 还 可 推广 为 : À 9 EH "(8), De E 
H(G), Vip) =k, Moc HTH) 在 边界 带 麻 按 条 件 下 的 
弹性 问题 由 作者 们 在 Puvanut-Lions [6] 中 引进 ， 第 一 个 弹性 单 全 
问题 是 Signorim 问题 。 这 上 先 由 G. Fichera[11, 后 由 Lions-Stampa- 
cchia[ 1] 所 研究 . 

Signorini 问题 在 带 长 记忆 的 线性 粘 弹 竹 中 的 类 似 曾 在 G. 
Duvaut[4] 中 研究 。 至 于 有 关 线 性 粘 弹 性 古典 问题 的 结果 可 参考 
L. Bruni 11,0. M. Dafermos[1], J. N. Distefano[ 1] 和 G. Duvaut 
£3] 及 其 著作 中 的 文献 . 

在 3.5 只 给 出 了 有 关 对 偶 理 论 的 初步 概念 。 对 于 一 般 理 论 参 
Æ Moreau[1]，Rocksfellar [1] 。Temam[2]。 对 偶 问 题 的 例 于 曾 
在 M. J. Sewell[1] A1 K. Wasmizu(1] 中 研究 。 
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第 四 章平 板 理论 中 的 单 便 现象 


L 5 W 


本 章 我 们 要 研究 在 关 弹性 平板 的 单 们 和 摩擦 现象 ， 

板 的 理论 是 二 维 的 ;实际 上 ， 这 是 一 个 近似 理论 , 板 是 一 个 三 
维 物体 ,其 一 维 ( 厚 度 ) 比 之 其 它 二 维 是 小 的 . 

我 们 简短 地 叙述 这 一 理论 (显然 无 须 详尽 无 遗 地 研究 ,这 不 是 
我 们 的 目的 ), 以 便 引 人 单 侧 问题 而 不 发 生 任何 歧义 

在 有 逼 近 时 ,我 们 限于 一 阶 项 ,因而 它 是 " 线 任 理 论 "虽然 ,已 经 
多 次 指出 , 单 侧 间 题 是 非 线性 的 ;但 所 考虑 的 微分 算 子 是 线性 的 )- 
非 线性 理论 (更 正确 地 说 ,各 种 非 线 狂 理论 。 因 为 在 文献 中 存在 多 
种 类型 的 非 线性 模型 ) 一 例如 关于 Von Kama 方程 一 一 导出 
的 单 便条 件 与 在 线性 情形 是 同类 型 的 ;为 令 述 简单 ,这 里 不 研究 读 
理论 ， 只 建议 参考 作者 们 的 一 篇 文章 


2 板 的 一 般 理论 
21 EXPL 


在 非 变形 状态 ， 所 考虑 的 平板 作为 二 维 介质 占据 一 区 域 ©, 
这 里 


Q= 带 正则 边界 的 R 中 的 有 界 开 集 . 
又 设 
nlr) 是 了 的 单位 外 法 向 量 《由 ”旋转 十 r/2 得 单位 切 向 


量 ). 


平面 R 上 安放 了 正 交 规范 轴 On, Or. WER Or, 即 构成 
正 交 规范 系 Orr 
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事实 上 , 板 是 一 个 三 维 物体 , 它 占 据 R 的 一 体积 ,定义 为 
QD rm falè = fasse BR, tap 11€ O Br #5) 


x < $ LENS d} 


其 中 函数 Les, 2e) 一 Ale xz) BRRR, Ars 22) 是 “小 
的 ”. 

设 

wxiy Xas Xas 1) = {ulis as 250 t)i =m 1,2, 3} 

是 在 时 刻 : 板 的 位 移 向 量 , 下 面 要 确定 表征 内 的 wziy tas 0, 0 
的 方程 (及 不 等 方程 )。 I 

记号 约 室 “指标 证 户 … 共 二 变 到 3 。 指 标 ec。p，… 从 1 避 
到 2 . 

于 是 位 移 向 量 有 分 晶 w。9 的 点 有 坐标 ta 


22 力 的 分 析 
事实 上 ,确切 地 说 ,给 定 的 是 上 的 力 的 体 密度 7 (fe h, 
} ， 我 们 不 考虑 它们 的 精确 分 布 ,只 考虑 在 的 单位 面积 上 的 简 
缩 元 , 令 
DOTEN i f ie #29 Xs) dx 
ha 
mas a) = |T emasli ms mH) 


FAR OA dede, LE HOME, DEN 
为 


(2.2) 


Cry, ar) dx dr 
Cris 22) didx 
注意 ms 一 0. 
设 9, 是 乡 的 由 封闭 曲线 7, 所 围 的 一 部 分 , 9 是 对 应 于 0, 
的 体积 , 即 
(2.3) gr 一 {rle m {ris zas rs} {xis #2} € Dus — 4/2 
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<a < 4/2} 
-一 9 产生 作用 于 93 上 的 一 力 系 ,在 平衡 状态 , 它 与 力 密度 
了 一 起 在 T， 上 形成 一 等 价 于 零 的 转 矩 ;于 是 要 研究 由 S 一 gr 


作用 在 9 Hé. 
这 些 作用 的 施加 通过 界面 
S, =T, X ]— 4/2, 6/20 
Sı 
Ta 
n 


图 16 

设 05 是 gr 中 的 应 力 张 量 。 那 末 9 一 A 在 S 上 对 97 ME 
加 一 力 密度 Com). 于 是 Te 的 单位 其 度 上 的 这些 力 的 简 缩 元 给 
定 如 下 
(24) R= [i oundxss M; Fe ÉPPCCAETE ES 

“(Ri) 一 合力 ， 《MD 一 ADA 

这 样 , 就 可 在 T 的 所 有 点 , 从 而 在 如 的 所 有 点 引入 一 应 力 张 

E (25) 和 一 应 力 侦 张 最 (M4)， 定 义 为 


+472 
Eala m) 一 人 Til Ers Kas Xa)dx3, A = ACxLs x2) 


(2.5) 


+472 
Mis w) m Ha EngtsTajdxs 
由 9 — 07, EMEN 上 的 作用 则 简化 为 六 上 的 一 力 密 度 CR:) 
RIRE 《M1), 给 定 为 
(2.6) R: = Fan 一 Ean (AA 5, = 0) 
M: = Mini = Mie 
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于 是 要 考虑 的 应 力 张 量 和 应 力 偶 张 量 是 Ze。，Mrm 
可 以 验证 
(2.7) Zas = Eso Mic 0, Mo = 0 
现在 号 出 板 RD E 100, 上 ) 和 由 区 一 ,所 施加 的 作用 
力 的 平衡 方程 。 合 力 和 合力 符 是 零 , 即 a 


(2-8) f, handrit f, sen 
LA un . 


G9) fy errand + |, emtiErndT, 


+ i mdrr, + Í, MichadT, = 0 
可 设 Pi 正则 .(283 和 (2.9) 分 别 等 价 于 
(2.10) À, o + Sa dérdes = 0 


(2.11) 人 [eserifi + (engt Era) aldrds 


+ f, C + Mindéridrs = 0 
区 域 o, 任意 ,(2.10) 等 价 于 
(242) fi + Eiaa = 0 
考虑 到 (2.12), {2.11) 简 化 为 
h CEsak Ega 十 Miaa + m Jdxdx = 0 


由 此 

(2.13) Sick te + Miaa t m; = 0 

当 = ih ON ORRE ME i 一 1, 2 时 有 

Za + Mica + m, = 0 

Can En — Mane — m == À 

在 (2.12) 和 (2.14) 中 消去 Sa 和 Zu 即 得 

{2.15) Eagas + fa —æ 0 

(2.16) Miems 一 Miama — Mir Man + f=0 
其 中 只 涉及 Zop 和 Mw， 后 面 要 用 到 的 正 是 此 方程 组 ， 
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注 2.1 至 此 我 们 尚未 利用 板 的 厚度 4 是 “小 的 ”这 一 事实 作 
任何 简化 


23 RICA 


23.1 ”假设 

今后 我 们 假设 Ha 

H) 构成 板 的 三 维 材料 各 向 同 狂 卫 服 从 Hooke 特性 定律 , 即 
( 见 第 三 章 2.1) 


{2,17) C 于 Z 了 [eu + TE sud] 
或 
(2.18) es IQ + voi — vous), 


其 中 > AE SR Poisson AM (0 <v < 1/2) 和 Young W E 
Œ >0). 
H) 作用 在 板 上 的 力 正 交 于 板 , 即 ” 
(2.19) hh za 一 tr 一 省 
H) 板 的 厚度 上 是 “小 的 ”. 
H) 作用 力 0,0, f) 充分 小 ,以 致使 产生 的 位 移 满足 
(220) Wx 0) m wal ris # 20) = 0 
Css as 33) m as BE (is as 0) + OCH) 
ðr, 
(2.21) 
wari Zas 23) 一 s(x, #5 0) + O) 
ðr, 
(这 里 O) 表示: LOD < ME, h— 0), 
H) HiH ui FRR: 


(222) MG Aap 2) m asain 533 0) Fn À (us, tas 0) 
, 


D EDH 4 = CH ARRIR. 19). 
+220- 


， 
十 一 Ee Csen 0) + O A 
3 


由 这 些 假 设 ,我 们 可 求 出 在 97 中 应 变 和 应 力 张 量 的 形式 . 
在 的 上 ,下 表面 (x 24/2) 的 点 没有 外 力作 用 ,因此 
(2-23) Avs £as ÆA/2) = Ialt, Xas +h/2) 
一 galti, 235 £4/2) = 0 
利用 Hooke 定律 (2.17), 推 出 ,对 n = £42, 


Du p dm D, Diy dm 
(2.24) Dz. + ðr, 0, ar， 十 ðr > 
Ou: Ld = 
Sr, + = Ere m G 
广 意 到 (2.21),(2.22), 则 得 
| 如 Cris £r, 0) + Za Gris x23 0) = O{4) 
(2.25) ? i 
Üu Om 
Ge, Gus ta 0) + Be (rs Far 0) = OC) 
# 
26) Cris Fre O) Bre 333,9 
利用 (2.21) 推 出 
MC, Xas £) 一 — r8 Ox, + OC) 
{2.27) | (ms Xas 23) =n — OE/ Or + OC) 
此 外 (2.24) 的 第 三 个 关系 指出 
Õu, h 
Be, Lis Xe +4) 
»_ Jõu # 
一 一 到 了 7 EA (+. 了 +1) 
Ôu, EA 
+ 2 (a t + £)] 


D L'ASLAX. 
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注意 到 (2.27), 这 巷 涵 左 端 有 的 阶 ,于 是 
{228) PE Conan 0) = 0 
{2.22) 对 zw 求 导数 , 即 得 


G229) Lean ape VS [PE + 2 


Ox, 1—v lês 
由 此 推出 
C2.30) wanda a 
aa 
= [Z + 2] +000 


由 这 些 关系 就 可 计算 在 = 一 (x, rn 2) 的 应 变 张 是。 
u = — n0t Ori + O), 
n = — 2,00 {x + OC) 


vzs 
Q31) a= i5 ar + O00) 


su = — ng /ðxr ðr + OP), 
a» = Olh), ss = OC) 
而 应 力 张 量 (oi) 是 
E (3T p PE 


Ou TR 


Tw ör Br} 
2a E (PE 4,8 

"a sis Ga tr 27) + ou) 
三。 上 

1+v ĝx ðr, 

os = O}, gp = OCP), oy = O(P) 

下 面 介绍 建立 方程 的 两 种 方法 、 

232 方程 的 建立 第 一 种 方法 

从 (2.32) 出 发 来 计算 2.2 引进 的 Dia M Maro 直接 得 到 


(2.33) Eu = OCG = 1,2,3,0 = 1,2) 


) + og) 


(2.32) 


i 


+ o) 
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E k 8 4 
- ~ + O4 
1+» 12 Bx0x, ta 


Mu Mu 


(2.34) lu EE (2 +r 2r) + ot) 


i 12 ox özi 

E e(a r , 
Ma 一 一 La + + ot 
a 1— 5 12 \8# +) a9 


我 们 看 到 ,不 可 能 在 (2.14) 中 忽略 矩 的 项 前 面 的 3s 和 22, 因为 所 
有 这 些 项 有 局 一 阶 4, 于 是 应 当 由 第 三 个 方程 (2.15) 消 去 Es 和 
32， 此 即 给 出 (2.16), 这 蛙 改 写 为 


Eh à: æ 
(2.35) 2a = AAË = fy (2-22) 
常 令 
(2.36) D = ER/l2(1 一 +) 


ADRA SEINE. D 

格林 公式 (或 虚 功 原理 ) RMS Oe, x,) 是 问题 的 未 知 函 
数 , 它 在 满足 双 调和 方程 (2.35)。 为 解 此 方程 ,显然 必须 在 9 的 
边界 了 上 添加 一 定 的 条 件 。 这 些 条 件 或 给 出 位 移 本 身 。 或 给 出 
力 .我 们 有 作用 在 了 上 的 矩 的 线 密度 在 平面 = 上 的 两 个 分 量 (这 
个 矩 窗 度 在 On 上 的 分 量 恒 等 于 零 )。 用 (2.6) 引 入 的 记号 ,有 


Mi= Mun = D {DE 
OE 2g 

+ (& t” az Jea} 

Mi= Mata m D | (Z: +r i)n 
ar 

un” ôr ðr: "a 
AATE EXT ER a e oE DE , ED 
(238) Me™ Mm, 十 Mis M= — Mm 十 Mm 
引进 了 这 些 记 号 , 便 可 写 出 Green 公式 . 

设 定义 在 2 上 的 一 函数 ”充分 正则 ，(2.16) 乘 以 ”并 在 9 上 
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(2.37) 


积分 , 即 得 
p M romatdr ls = 上 fvdxidry 
分 部 积分 两 次 , 令 dx 一 dridr,, BUS 


(2.39) | Ess M ratast 一 Fieranar 
+ f, reM saivër 


一 Í podz 
o 
我 们 要 依次 变换 了 上 的 每 个 积分 ， 利 用 (213) 和 (2.6) 我 们 有 


ere Moanadr =— (emeraZernsdr 


_— f DEAT 
r 


Rp 
(240) 人 earoahrenaoar 一 一 | Rear 
分 解 向 量 (Mote) 成 法 向 和 切 向 分 量 即 得 
QAD [| 
一 J sans + Mer, o ,sadT 
注意 到 ` 
(242) Te = Bastys fa — Crty 
即 得 ,由 于 IT 是 一 封闭 曲线 ,因而 
(243) f, EssM mtndT = fear 
一 一 | otom, larar 
另 一 项 容易 变换 为 
(2.44) f, Byrs M 574,0 AT = =|, Mav andr 


一 一 f, M(ðrfðn}r 


EE 


合并 这 些 项 ,得 - 

(245) [essais = |, frode — [toc onpar 
+ [ce — 8M,/6% }vdT 

再 进一步 明确 左 端的 双 线 性 型 

(2.46) alg, v) = h Espo M 700 asd E 


一 人 Cave — Memds 
AIR Mye 的 表 这 式 (2.34), 即 得 


OX Oy , PE Ov 
247 =D BE Do + 
(AD en alaz de | 04 On 
DE Dw , OE Pe 
+5 Ba À ga + 2) 


+201 — r») 


see] dz 
ETA a 


可 见 双 线 性 型 (5，v) 是 对 称 的 ， 
xe 
(248) (psg) = |, pédr, ps ddr = Í pear 
Green 公式 就 家 示 为 
(249) also) = (hs P) + (Rs — OM nf Ô ve 
— CM, 00/08} 
其 中 M 和 MM 的 表达 式 通过 由 (2.37)，(2.38) 和 (2.34) 给 巾 . 
MASERATI, BARRERA EE ERA r 
上 Mr Rs 一 9M/9r, 和 人 5184 之 间 的 关系 以 下 令 
F, = R, — ðM „j ðr 


233 JRE MEFA Landau 和 Lifschitz [1]) 
我 们 可 用 近似 方式 计算 三 维 体 的 形变 能 、 用 的 是 应 变 和 应 
力 张 量 的 表达 式 (2.31) 和 (2.32)， 
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ERER 3.2 已 独到 ,一 个 线性 弹性 问题 的 解 由 求 运动 学 上 人 允 
许 位 移 场 的 势能 的 最 小 值 而 获得 。 这 势能 是 一 峰 泛 函 。 只 需求 它 
的 稳定 点 。 我 们 已 知道 ,物体 "的 应 变 能 是 的 函数 ECC), 即 


i +472 
(2.50) Eg) = à Far fo ia 


经 计算 即 为 


(251) BE) 一 AE 


adiada 


— æg 3 — êt, a'g 
+R) - SE ZE TRe 
由 于 E(#》 是 运动 学 上 人 允许 场 的 势能 的 唯一 非 线 性 项 , 我 们 求 它 
的 微分 


(2.52) CEE), v) = lim Eg ta EU) 


(v == vass x3)) 
易 得 
(253) EG), 2) = alt, v) 
ER ae) 由 (2.47) 定 义 ， 我 们 还 看 到 EG) = ial, €). 由 
分 部 积分 ,a(5，v) 为 
(254) altro) =D i Aitodr 


-2| PE +a- 


x [rm 2E -2) 


2 n) PE J} d 
+ Cri 一 ni) Bor var 


+2 f fat +G—») 
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bE a Pt 
x (nr Fe 
mr PEN] de 
Sr } an F 


为 使 势能 稳定 , 必须 且 只 须 外 力 对 位 移 " 所 做 的 功 由 a, >) 给 
定 。 这 要 求 功 满足 
{2.55) f fivax + f Podr 一 [cover 


且 适 合 关系 
(2.56) DAF = 
(2.57) -p [A + ») À È fr (2 2 2 
E 
toia) ar 2i =, 
(2.58) D{ar + a ») (orm a 2 
18%, i 


-4 EN - à 


这 又 给 出 由 第 一 个 方法 所 得 之 关系 ,只 要 验证 了 
F, = F(=R; — 8M,/8r) 


(2.59) Ñi M. 
利用 (2.14) 和 (2.34) 这 是 容易 做 到 的 。 
! 234 概要 


前 面 叙 述 的 线性 理论 , 当 板 的 点 的 位 移 很 小 时 是 有 效 的 ,而 制 
约 应 变 的 方程 是 《2.56)。 它 伴 以 边 条 件 , 若 边 条 件 加 在 位 移 上 , 则 
它 直 接 表 示 为 & 的 函数 ;着 边 条 件 加 在 力 上 , 则 当 涉 及 的 是 作用 力 
时 ， 它 由 (2.57) 表示 。 当 涉及 的 是 以 T DRRR, Bh 
(CHE TS 

应 变 能 给 定 为 二 < 0)。 它 由 (2.46) 所 定义 且 以 显 式 (2.47) 
表示 的 双 线性 型 出 发 来 计算 。 我 们 还 有 Green 公式 或 虚 功 原理 
(2.49). 0 
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动态 情形 BARY CG) ECSR 
性 力 一 p46 叱 /92 我 们 有 
(2.60) PRPO. + DAR = fo 一 非 形变 状态 下 的 面 密度 ) 
显然 应 有 初 条 件 
tx, 0) ~ Et) 
240 Orla, 09/8: = Ex) 


还 要 附加 类 似 于 稳定 情形 的 边 条 件 ( 加 在 方程 或 不 等 方程 上 L)。 0 


3 待考 虑 的 问题 


待考 虑 的 问题 可 以 是 静态 的 或 动态 的 。 对 每 一 静态 问题 ,在 
直面 作用 力 上 加 上 惧 性 力 并 规定 初 条 件 ， 就 可 得 到 一 个 与 之 关联 
的 动态 问题 。 因 此 这 果 我 们 仅 明确 地 倒 述 静态 问题 。 它 们 分 成 两 
组 :一 是 古典 问题 ,其 变 分 提 革 导出 方程 ;一 是 “ 单 侧 " 问 题 ,其 变 分 
得法 导出 不 等 方程 


3.1 古典 问题 
在 工 的 每 一 点 给 定 F, REN 对 -或 8518r。 这 在 物理 上 对 应 


=) 了 上 的 力 密 度 F, RT ERRES cs 
==) Me HA T RUR T 为 轴 , 或 BE/ Or， 这 是 板 沿 了 
上 点 的 法 线 计 算 的 斜率 . 


kál 
1) WLR AER 
(34) ETE g= 0ç/Bn—0 


2) 在 工 的 一 部 分 T, 上 板 带 自由 边界 ,在 六 上 是 固定 边界 但 
可 绕 T 的 切线 自由 转动 。 于 是 有 
(32) F, = M:=0, Pr E 


(3.3) E—Me=0, 上 
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3.2 Nom 
D CHARTE 


例如 
tr) 0,0 上 
(3.4) EC >0= 0, 
mom pen, JIE 
了 上 的 边 条 忻 是 古典 型 的 . 
2) r ipae 
tl) > 0 
《3.5》 Honor rs 
a) = 0 > F > 0, 


对 Mew 0/60 Er ERRER RRN, T TE. 
3) ASE 
在 T 上 65/6r>0 H 
Bjorn > 0 >M, =0 
Où] On = 0 > M, <0 
对 F, 或 上 在 了 上 的 条 件 是 古典 的 :而 户 给 定 。 
人 E apa FARRO 


G6) 


| < SZ CAERE AE RAA) 
(3.7) ts—0,T 上 

Iles = HELD E = —af 
T 上 的 条 件 是 古典 型 的 。 


5) 工 上 的 点 有 阐 近 的 位 于 
G3) IFR] E F mE—0,rE 
IF| = 多 > FE R d Et 二 一 4F， 
T 的 点 的 转动 条 件 是 古典 型 的 . 
6) T ERTER 
Go) | LT 之 A CARERE WERL ðn = 0, TE 
IM: = A > FE A d o Eagan 一 Mr 上 
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了 上 对 F, Re AR PER EMEA, 

7) 局 样 能 在 工 的 一 部 分 土 有 上 上 述 一 种 类 型 的 条 件 而 在 TA 
另 一 部 分 上 《所 考虑 的 了 的 部 分 T 满足 UT, e 了) 有 另 一 种 类 型 
HRH. 

注 3.1 以 下 没有 明确 地 研究 问题 1) 和 4), 它们 只 需要 用 同 
样 的 方法 而 没有 任何 特别 的 刚 难 ; 下 面 我 们 要 处 理 那些 有 特殊 转 
难 的 问题 。 


4 REAME 
41 记号 
把 问题 表 成 无 量 纺 形 式 时 ， 能 够 对 +， 进行 尺度 变换 以 化 成 
DD 一 1 的 情形 ， 


那么 对 于 u, € HMQ), & 


Bu Be 
(4.1) amsn, De ddr 


+f Bu Ow | On ær) 


o\Br x Br dx 


十 2(I 一 菇 { Fu Fo 
Jo TD 


Green ARE 
(4.2) alu, o) = (Au, o) + (Fs, rr — CM, Ovj Bn)r 
& 
us) hle) = | Gt — meer 
a <v<g? 


He) m À LR (O0 / On) — KA 80182) ar 


(44) 


K <0<K? 


ANETTYETT ALT LL 
D RUFAA 1), 
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42 (稳定) 问题 

问题 4.1 R wt HA), 满足 
《4.5) au, v —u) + le) — ja) > C v — 4), We E HXO) 
《其 中 令 fam 让。 

FI 41" Rue), ET E u/n —0, Hu ME 
(45) alu, v — u) + ie) — ha) I {fa v u), 

WoE HQ), ÆT L 6v/ün 一 个 

问题 4.2 R ue H(O), 满足 
《4.6) alu, o — e) + hle) — jke) > Cv — 4), Yee HO) 

问题 4.2” R we H{Q)NHKO), WE 
《4.6 alu, v — u) + je) — i) fv — u), Vo e PL) 

NHO). 

现在 我 们 解释 这 些 问 题 并 验证 它们 包括 (可 能 在 取 极 限 之 后 ) 
第 3 节 的 问题 ?.。 D 

在 上 面 所 有 不 等 方程 中 , 取 o = utp, pe (0), 即 得 在 所 
有 情形 
(4.7) Lu = f 
于 是 由 Green 公式 (4.2), 推 出 
《4.8》 alu, v — u) — (Fs v — u)r 

+ (M: Oo — u)/ðn)r = (fav — w) 
由 此 对 于 问题 (4.1) 和 (4.1》 
(CFs, 0 — u)r + je) — ha) 
— (Ms, Bo —u)/0n) > 0 
ve PCA) GANHE, ÆRE. yp 

Woe H(Q), ÆT E 0v/8n = 0) 

对 于 问题 (4.2) 和 (4.2》 


1 将 以 类 似 方 式 处 理 单 便 位 移 或 昌 的 点 的 摩擦 问题 。 


(4.9) 
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— (Mrs Cv — 4)/8n) + Go) — jla) 
(4.10} + CFss0 — u)r > 0 
vezeEP(9)【〔 相 应 地 ,在 问题 (4.27 中 ， 
Ye, ÆTE v 一 0) 
FOR (4.1) 的 边 条 件 


这 里 (4 E TEETER] 
| Me- 一 0 H 
(4.11) furet o} + ga — go ldr 


— (Fu)r—i(w) 2 0 
K p>0,7 EI v= +2p, 2 0, 即 得 
Fit a0, Ftn<0, (Frs u)r + joe) = 0 


由 此 
<< 

(4.12) Fy + gut 一 gx = 0, BN 

(F; 十 gaut + CF — g) = 0 
或 

= g< F< g >n 
(4.13) Fim put 

F=-gmæu>ûst 


特殊 情形 、 一 一 8 一 多 ; 即 第 3 节 的 问题 53。 了 


极限 情形 ， 取 & 一 0 并 令 ge 趋 于 一 c2。 取 极限 ( 它 存在 ) 

则 * 满足 
< Fu 0 

a | 

这 是 3.2 的 问题 2). 

这 个 间 题 的 直接 变 分 提 法 是 

HM43 引入 
(415) K, = {vlee P(Q), ETE e20} 
这 是 MO) HADER *， 它 是 下 方程 的 解 ， 
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| << K, 
| alu, v — u) > (fso — u), WEK, D 

RE AT AD ARE. MARERE, R 
(4-11) 代 以 


(4.16) 


(4.17) ET E 6u/ar 一 0 0 
问题 42 的 边 条 件 。 条 件 (4.10) 蕴涵 ( 且 等 价 于 ) 
(4418) F;,=0H 


| K Mes (ovont — (Bo) 8a) + Ke Ən 


— K,(0v/8n) VaT + (M, Ou] On)r — ju) > 0 
由 此 
M: +k 20, —M +k, <0, (Mr, Oru/f0n) — ji(#)= 0 
于 是 
LEM.E 


CAD |( — MC Ont + CMe — ki Buf On) = 0 
或 
k, < M, < ka > Bu On = 0 
(420) M. = ka > Ouf On > 0 
M: = k, = ĝujðn << 0 
特殊 情形 


二 一 一 A 

这 时 得 到 3.2 的 问题 6)- D 

极限 情形 ， 取 如 一 0 并 令 koo, BE 

T° M. > 0 > Ou/ôn = 0 

M: = 0 > ðujðn > 0 

这 是 3.2 IS 3). 

这 个 问题 的 直接 变 分 提 法 是 

问题 44 引入 
{4.21) K, = {vive H(Q), ÆT 上 0v/0n > 0} 
这 是 H(Q) 中 的 闭 凸 集 ; 求 s, PE 
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“gK 
| alu, o — u) > jv — u), Wre kK: I 
间 题 4.2 的 边 条 御 
单 侧 边 条 件 (4.19) 不 变 , 条 件 (4.18) 代 以 
(423) 在 r 上 w 一 00 
注 41 当 i(v) 一 0, 8-0, 问题 (4.1) 等 价 于 
alu, v) = (fa v), Vue HO) 
即 (4.7) 伴 以 古典 型 边 条 忻 
(4.24) ÆTEM.=0, Ps 一 0 
问题 4.1 等 价 于 (4.7) 伴 以 边 条 件 
(425) OufOn = 0, F,=0 
当 ilo) = 0, RE Aie ki = 0 Hi, (RIRE 4.2 等 价 于 (4.7) 翌 以 
MRA EU 42° 等 价 于 (4.7) 伴 以 边 条 件 


(422) 


(426) “=0, M 00 
边 条 件 为 
(427) 在 FT 上 zx 一 0，8Bw1an 一 0 


的 问题 ( 嵌 支 板 ), 其 处 理 是 直接 的 ;这 等 价 于 在 HE ER 
jeo v) =v) 


的 最 小 值 , 因 为 
alv, v) 2 alol}, o> 0, Yee (O) 
它 有 唯一 解 . [0 


43 问题 41 的 求解 。 解 存在 的 必要 条 件 


为 简单 , 令 
(4.28) PCA) == gr ga 
tt 

ike) = f acar 
问题 等 价 于 求 泛 函 
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(429) F aes v) + AG) — Gar) = HU) 


在 H(Q) 上 的 最 小 慎 ， 用 .多 表示 阶 数 专 1 的 多 项 式 空间 ; 我 们 
有 ` 
PEHO) (因为 有 界 ) 且 alu, P) = 0, WEEP 
为 了 使 解 存在 ,应 当 有 : 
{4.30} VheÆ, HOP) M 4 — to 时 有 下 界 
这 里 


in) GaP) sr 
HAP = ia) — fs Pp) = à [f ÉGAL ar — 04, p)] 


而 当 1 一 +o 时 
SUP) pe Lep 
f, p UP ar > f Get — near 
当 ?一 一 co 时 
PP) gr — gp- 
|, 0 ar | Cept — er 


Hi (4.30) 5 (4 一 +o) 
Le — sit — G, P) 20 
即 
(4.31) G, P) LAP), YP EP 
TAE (1 一 一 oo) 
| et — gp ar — (fs p) < 0 
即 
— it) UD EN, reg 
把 p 换 成 一 ,这 等 价 于 (4.31)。 这 就 证 明了 
定理 4.1 为 使 间 题 4.1 有 一 个 解 ,f AMRES). 


特殊 情形 。 假 定 i 一 0( 这 对 应 于 一 一 见 注 41 古典 型 
的 问题 )， 则 (4.31) 等 价 于 
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OP) = 0, vrep 


即 

(4.32) C, 1) = 0, (fs xa) = 0, €= 1,2 0 
RIRE., MT g= 0, g= —0co, (431A 

(4.33) G) E0, YEP, ETP S0 


此 外 必要 条 件 (4.33) 可 由 不 等 方程 (4.16) 直 接 建 立 。 注意 (4.16) 
等 价 于 


EK, 

(4.34) Le. DSU, v), Vrek, 
alu, u) = (f, u) 
Hompek:, 即 得 必要 条 性 (4.33). 


dA 问题 41 的 求解 ， 充 分 杂 件 

往 证 

定理 42 JE LO) 中 给 定 (这 可 以 推广 )， 并 且 8, < 
0 < Eirgis 82 APR, GA? 
(435) GrP) < KP), YPE P, pO 
则 问题 4.1 至 少 有 一 解 。 

注 42 在 一 近 时 条 件 (4.32) 充 分 ;这 是 经 典 的 Fredholm 
氛 择 定理 。 这 时 有 无 穷 多 个 解 ; 巷 “是 一 个 解 , 则 所 有 的 解 给 定 为 

s+p, PEP 

注 43 H ge 0, ge 一 00 时 ,有 类似 的 结果 : 

定理 4.2 REJE LO) 中 给 定 ( 这 可 以 推广 )。 KEE 
(4.36) GP <0, VPEP, 在 T 上 p>0, Pz 0 


则 问题 4.3 EDA. 

定理 4.2 的 证 明 , 由 于 (4.35) 和 :2 是 有 穷 维 的 , 故 存在 s> 0 使 
(4.37) G, P) < RP) — ir] 
1D《4.30) 的 “强化 "形式 。 
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BE jel = p 在 LAO) 中 的 范 数 (显然 在 (4.37) 中 可 以 取 不 论 付 
么 范 数 以 代替 411， 只 是 要 改变 8)。 把 re) 分 解 为 
v=i+Pr,?eæ 

G,4}=0, Vaeæ 

HE av, e) EA ale), ÉMRAL2I)ET 


(4.39) HO) = HG + P) = + 28) + jl + P) 


(4.38) 


=Q, +P) 
而 
IE t P) > ir?) 一 call El i ae O 中 的 范 数 
IG, 8) < ell 

暂时 承认 

31841 存在 “>0 使 
(440) al) > alls, 5e HO), (5,4) = 0 Vaceæ 
则 有 

Ho} > alri ell + a) — Cf, P) 
于 是 让 (4.37) 有 
(4.41) Hle) > oS 一 ch + elpl 
根据 

引 理 42 在 亚 (9) 中 , 范 数 jl Fe eG + Lol 等 价 。 
即 得 当 oj 一 十 co 时 HC) 一 +00, 

于 是 定理 证 毕 、 剩 下 要 验证 引 理 。 当然 ， 引 理 4.1 可 由 引 理 
4.2 得 到 。 于 是 只 要 证 明 引 理 4.2. 证 月 网 方 法 与 第 一 章 引 理 7.1 
ma. € 
(4.42) Hol = aA fe] 

BR [li 0. EXE ERATZA EEN 
Hll = 0, M e= 0, AE aE) = 0, 1P| 一 4, 于 是 ?一 0, 且 
DE 到， 这 就 推出 Y = 0 (EN (3, 4) 一 0，YqE P) 剩 下 的 要 利 
用 闭 图 象 定理 (如 第 一 章 引 理 7.1 一 样 )。 为 此 只 需 验 证 O) 对 
于 范 数 《4.42) 是 完备 的 。 设 eo, 一 各 十 所 对 这 个 范 数 为 一 Cauchy 
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序列 。 Ov,/Or rs ELO) ét Pe 在 D hi. RA 
Deny-Lions [1]。 可 得 一 序列 g, E P, E 

各 十 9s 一 ww 在 HO) 中 
但 那样 就 有 

Ga 十 ans G) —> lw, 4), YG EP 

即 

(aus 9) > (w, G), V9E P 
于 是 在 P 中 ga-> qs ATE HA) 中 va = Ces E Ga) 一 9 一 
w — qos 即 有 vs = Ža + Pa EHO) piti 

定理 4.2 EHL E 4.2 是 Lions-Stampacchia[1] (定理 5.1 

的 推论 .利用 这 定理 的 记号 , 取 V = HP), Ple) = fol, PC) 
(Catz); N) Y= 2, Lions-Stampacchia [1] 的 定理 5.1 的 假设 
5.3 等 价 于 引 理 4.1)， 


45 问题 41 和 4.3 中 的 唯一 性 问题 
此 问题 尚未 解决 3 可 直接 证 明 , 若 veu 和 必 是 两 个 可 能 的 解 , 则 
m 一 mE 贸 , 但 我 们 不 能 说 明 是 否 能 有 许多 解 * 和 w 十 PEEP) 
这 一 问题 . 
这 里 有 一 个 关于 问题 4.3 的 不 完全 的 结果 
定理 4.3 REEI RER, MAT 没有 任何 直线 部 
分 。 则 问题 4.3 有 唯一 解 . 
证 明 。 设 * 和 w 士 卢 是 两 个 可 能 的 解 。T 上 的 单 侧 条 件 是 
“>i, F,2>0,u-F;= 0 
“+e, F,2>0, (w+ P)F;—0 
但 不 可 能 有 F= 0 pp PRE, Gree 公式 指出 


f Audx = (f, 1) 一 一 f rar 一 0 


根据 ? 一 1 时 的 (4.36), 这 是 不 可 能 的 。 于 是 在 T 的 一 个 测度 >0 
的 子 集 E 上 Fi 之 0, 即 有 在 E 上 * 一 0 且 w 十 fF 一 6 从 而 
PP 一 0， 根据 对 IT 的 假定 ,这 是 不 可 能 的 ,除非 P= 0, 
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46 问题 4 的 求解 


我 们 有 下 列 结果 : 
定理 44 为 使 问题 4.1 有 一 解 ,必须 
(443) gMesT & (1,1) < gM esT 
证 明 。 应 当 在 满足 00/00 = 0 (TE) v € (0) 的 空间 V 
ER HG) 的 最 小 值 。 于 是 , 若 问 题 有 一 个 解 ,特别 Ha) (xe R) 
有 下 界 , 由 此 (用 类 羽 于 定理 4.1 的 方法 } 
Us P) Sila), Ve R 
kesim 二 一:， 此 邵 等 价 于 (4.43). D 
后 面 以 类 似 于 定理 4.2 的 方法 证 明 
定理 4.5 设 
(4.44) . giMesT < (f, 1) < gaMesT 
划 问 题 4 至 少 有 一 - 解 . 
这 时 可 解决 唯一 性 问题 、 
定理 46 在 定理 4.5 的 假设 下 ,问题 4.1 有 了 唯一 解 . 
证 明 ， 设 和 w 是 两 个 可 能 的 解 , 则 
as — tas tH) = 0 
MA m — m =p, PER, 但 在 rT 上 应 有 84/07 = Ou] On = 0, 
从 而 arjan 一 0。 这 等 于 说 请 一 常数 一 ce R。 于 是 两 个 可 能 的 
解 有 形式 x ste, AMARE 
=e F, < g ul Îl etc» 0 
F= g >us Mute 
F=—-geu>0 Ruten 
在 T 上 不 可 能 pp 有 F, = —g, (È F, 一 —g:), AIH Green A 
式 


D= f per = fear 


根据 (4.44), 这 不 可 能 , 当 在 一 正 测 集 EE 上 有 一 g; 过 F, < 一 g, 则 
在 已 上 有 zx 一 ”十 cm 0, 于 是 < 一 0， 唯一 剩 下 的 情形 是 在 T, 
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上 Pie es ED E Fes MUD ST, 这 里 等 式 理解 为 
PWR FMR. 可 如 第 一 章 定理 7.5 那样 完成 证 明 。 
47 问题 42 的 求解 
问题 4.2 等 价 于 在 Fe RZA 
(445) JG) 一 4 alr) + ile) — Ge) 


的 最 小 值 。 我 们 有 
定理 4.7 为 使 问题 +2 有 解 ,必须 


(4.46) P) SAP), YPER 
注 44 由 于 ile) 一 0。c 一 种 数 则 (+- OR 
(447) GD=0 


定理 4.7 的 证 明 。 若 问题 4.2 有 解 , 则 函数 à > J(Xv) 应 当 有 
下 界 , 仿 定理 4.1 的 证 明 , 由 此 即 得 (4.46)。 

进而 仿 定理 4.2 的 证 明 , 我 们 有 

定理 和 .8 Fik 
(448) GP) CAP) YEP, #0 
则 问题 4.2 有 解 ， 

DL, AuR, BA ute RRR 于 是 没有 解 的 唯一 性 
确定 所 有 解 这 一 问题 尚未 完全 解决 . 

注 45 问题 +.2 有 惟一 解 、 事 实 上 ,形式 alar) EPON 
HO) 上 是 强制 的 : 存在 常数 a> 0 iE 

alo) > aller Ve € HONEA) 

更 一 般 地 ,着 要 求 «在 T 的 一 个 非 直 线 部 分 D LEF, 则 我 们 有 
相同 结果 .这 一 说 明 可 推广 到 本 章 其 它 类 型 的 问题 ，Q 

注 46 为 使 间 题 4.4 有 解 ,必须 
(4.49) CG, P) S 0, VPE PARK: 由 (4.21) 定 义 ) 
其 实 
(4.50) 车 T 是 正则 曲线 , 则 PNK 一 及 
HSE, 若 P = 00 + aix, + os EP, M) Bpj Bn = ain + aP 
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于 是 当 在 FF 上 am 十 amao, PEPAK, 在 FT 上 了 法 线 反 向 
的 两 个 点 即 得 on 十 am 一 0， 因 而 = 一 0。 从 而 有 (4.50) 


且 (4.49) 等 价 于 
(4.51) 0,1) = 0 
我 们 不 知道 这 个 条 件 是 否 充分 。 


我 们 要 给 出 问题 4.4 有 解 的 一 个 充分 条 件 ， 它 的 限制 一 定 很 
强 . 
JE FFE 
(4:52) Cf, xa) = 0, a=31,2,G, D = 
(4.53) 9 是 边界 正则 的 有 异 凸 开 集 ， 这 时 问题 4.4 有 解 。 
事实 上 ,这 等 价 于 在 KR REA 4 afz) 一 G, o) 的 最 小 


值 . 
而 根据 (4.52) 和 Fredholm 抉择 定理 ,存在 Ft HO) E 
(4.54) Gsu)= a(F, v), Yoe HO) 
CF 由 一 确定 的 二 加 上 任意 pe 多 而 得 到 ,我 们 取 定 一 F). 于 是 
问题 等 价 于 求 
(4.55) alv — F) = F 0) 
在 下 (92) 上 的 最 小 值 . 

现 过 渡 到 关于 P 的 商 ; 引 人 
《4.567 A = OD 
并 设 一 中 " EMO) 到 tr 的 典 则 映射 Eo 上 定义 

alp’, g) = afp, db), PEP, wep 

HEZE 
(457) - F) = alet —F') 
用 Ki 表示 Ks 在 映射 9 一 ”之 下 的 象 ， 于 是 问题 就 等 价 王 
FO ERK 上 的 最 小 化 ,而 C0, n 等 价 于 .2 上 的 商 范 数 。 
于 是 只 要 证 明 
{4.58) Ki 在 .9 中 是 闭 的 
就 有 解 的 存在 性 


ETES 


Moi Ki 的 序列 ,在 5 中 vivo. 存在 wv; 在 PT 上 
Ovilôn > 0 并 且 可 找到 序列 六 6 P 使 
(4.59) vi + hu, E P(O) t 

由 《4.59) 推 出 
(460) Bui16n + Op;/ôn 一 wf9n, 在 LXT) 中 (甚至 在 ACT) 
#) 
令 Bvif On + apifan = ai, 则 有 
(4:61) GP; ôn = a; — Ov; On a, ET E 
也 于 9 MARENOENMR, WEEER à 一 Ge), GE 
Tr USA, BEY € z 的 法 线 记 成 w 时 ,我 们 有 


《4.62) Ré) 一 一 Pa 
令 

PC) = coj H citi F crar 
则 有 

BPCHCe))/0n 一 — Opi(x)/ On 
于 是 (4.61) 给 出 

DP) /Bn > — a; (x)) 一 三 Ce 

因此 
(4.63) : bile) < apil) / On < elr) 


Lait 和 ih) ELO PHARE. 

根据 18p;Cx)f8al < Ol + LEGO 推出 
(4.64) apil ðn 在 LT) PAR. 

这 样 就 有 1ew| + leul < WR, TESFAYE cis cy 
使 
{4.65} Qi = cuit 十 cat g = ea F Car 
把 (4.59) 写 成 ww 十 cy + qi w E PO) 中 ), 再 结合 (4.65) 即 
得 
(4.66 v + co pm w— 4, EHO) 中 
TE 
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BG e) = = À, ge LAC p 
这 说 明 ap/Bn > 0， 于 是 ev', EB v’ € Ki. 
RM MER 
u 在 26- 中 唯一 ， 解 入 因而 由 这 样 的 sen BEET 
t Piy => 0. 
注 47 BATTERE EAE 3.5 RUUS RERNA TARA 
法 。 


5 发展 单 侧 问 题 
5.1 向 题 的 提出 
沿用 第 4 节 的 记号 ， 又 令 
(5.1) . H= L(a) 


WMR G) 表示 函数 * — ule, 1), #E 
wO) = Buke, 1}/81, uG) = Bu, Br, 


问题 51 R (0, T]—+H (0) 的 函数 uu), sG) € 
HO), OEH 满足 
(5.2) (CHOT EAO + EC OPE — LED 
+ ilo) — W > AGr — # G)}, 
Yv € (A) 
和 初 条 件 
(53) a(0) = to, #0) = m 
REAR 41H RREH”. 它 可 解释 如 下 : 首先 , 若 " 满 
是 (5.2), 则 
{5.4) Puf Or + Au = f, E Q= X ]0, THA 
在 2 一 T x 10, TI 上 的 边 条 件 仿 第 4 节 得 到 。 即 
(5.5) 在 3 上 M =0 
ME OU AFF 
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ei Fi g > Our = 0, EEE 
(5.6) F, = — g, => uj 0 
F= —g > GG >01 
问题 51 引入 空间 
(5.7) V = {v|ve P(O), Ær 上 6v/8n = 0} 
R L0, T] — V HOUR e uU), E UEV, OEH, A 
Evre V, 有 (5.2) 并 满足 初 条 件 (5.3) 
边 条 件 是 
(5.8) Eu On = 0 ( 代 圭 (5.5)) 
而 单 侧 条 件 (5.6) 不 变 。 
问题 5.2 求 满足 问题 5.1 的 条 件 的 一 一 函数 , Koh jo RU fr 
即 
(5.9) CG), o — uY) + au), v — wD) + Ce) 
— jw) > GG), 8 — G), Ve e PCO) 
初 条 件 是 C5.3). 
这 是 问题 4.2 的 "发 展 类 比 "。 它 可 解释 为 : “ 满足 45.4), 初 
条 件 (5.3) 和 边 条 件 - 
(5.10) 在 2 上 FF; 一 0 
以 及 


ke M cke LE 一 0。 在 3 上 
On Br 
a 
(5.11) Mk À po 


Ə du 
On à <00 

MAS? 在 问题 5.2 中 , ACA) 换 以 PONHO); 求 一 
个 在 下 (9)n HCO) 取 值 的 函数 = ,满足 (5-9)， 其 中 ”下 (2) 有 
RKO) 和 初 条 件 (5.3). 

间 题 可 解释 为 : * 满足 (5.4),(5.3) 和 边 条 件 


(5.12) 在 上 w 一 0( 这 代替 了 (5.10)) ,条件 (5.11) 不 变 避 
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M= k> 


极限 情形 。 若 在 问题 5.1 中 (有 形式 地 ) 令 s= 0, g 一 一 co， 
就 导致 下 列 问题 ; 它 是 问题 4.3 的 “发 展 类 比 ”: 
问题 5.3 凸 集 由 (4.15) 定 义 , 求 流 数 + 一 we), 使 
EK 
CHOME + CONS 10) 
(fv 一 AD) Yee K, 
县 有 初 条 件 (5.13).。 0 
问题 解释 为 : “ 是 (5.4) 和 (5.3) 的 解 , 在 三 上 满足 


(5.13) 


M. == 0 
619 Z So, F<0, Fm0 n 


同样 , 若 在 问题 5.2 ROERE)? k 一 0, k = — o, 则 有 

问题 5.4 是 集 KK; 由 (4.21) 定 义 , 求 函数 :一 ws), 满足 类 似 
于 (5.13) 的 公式 ,只 是 K RU Ka 

其 余 条 件 不 变 , 边 条 件 (5.14) 代 以 


F,=0 
(515) | 8 3u, o (2 8 m0 
D Bn > Mr 0 |, 2) mmo 


注 5.1 我 们 可 笋 述 并 以 业 似 方式 解决 8 的 点 有 单 侧 位 移 ( 见 
3.2.1) 或 0 的 点 有 摩擦 ( 见 3.2.4) 的 动态 问题 . 
5.2 发 展 单 俩 问题 的 求解 


方法 仿 第 三 章 5.5。 我 们 只 叙述 若干 结果 ,而 不 给 证 明 ， 
定理 5.1 假定 


(5.16) ff el(0, T;H) 一 L(Q) 
《5.17) 4€ H°(Q), ET EM: (m) = t, FAm)—=0 
(5.18) 41€ (ONAA) 


则 问题 5.1 有 唯一 解 满足 
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(5.19) u, WE L*(0, T; H(0)) 
(5.20) “#” € L°(0, T; H) 
证 明 的 原则 是 把 jlo) 正则 化 为 j(z),， 例 如 


Ce Cr 
G2D) int) = f [o |ar,e > 0 


并 考虑 正则 化 方程 
(522) Cues v) 十 aus, v) + GuGue), v) = G, v), Yo € HCO) 
初 条 件 是 


(5.23) HO) = tos A = 全 
由 对 > #， 假设 ,和 (5.22) 推 出 
(5-24) 2 (0) = 蕊 0) — Auo 


结合 (5.16) 可 对 + 求 (5,22) 的 导数 ,并 得 到 对 应 于 (5.19),(5.20) 的 
先 验 估计 ， O 

注 5.2 引入 不 等 方程 的 弱 解 ,可 以 减弱 对 fo m u 的 假设 ; 
见 H. Brézis 和 J. L. Lions [1] 和 Brézis [2], D 

可 取 8 一 0 且 令 gg, g 0, 问题 5.1 的 对 应 解 记 为 
“s, WA 

定理 5.2 假定 (5.16),(5.17),(5.18) 成 立 , 则 问题 5.3 有 满足 
《3.19),(5.20) 的 唯一 解 , 且 当 g 一 十 co 时 
(5.25) we 一 4 dev, FE L°(0, T; 证 (9)) 中 弱 * 

(5.26) ee mu", E L°(0, T; L:(Q)) 中 弱 * 

为 了 证 明 , 只 需 注意 从 (5.22) 推 出 的 对 mw 在 L°, T3 
HXQ)) 中 和 we #Æ L°(0, T; LX8)) 中 的 先 验 估 计 不 依赖 于 。 
和 8. 

注 5.3 可 以 用 补偿 法 直接 解 问题 5.3 ,为 此 以 下 式 逼 近 (5.13) 


(a, v) + au, v) 
(5.27) 十 9 人 co-?aear = (f, v), Yv € HO) 
#,(0) = 4, u0) 一 tn 
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RHET E m = 07 FRUA ET E #4 > 07,0 
注 5.4 YAA 5.1 有 一 完全 类 似 于 定理 5.1 HAR 
关于 问题 5.2, 我 们 有 
定理 5.3 假定 (5.16),(5.17) 成 立 , 又 设 
(5.28) M€ H(0), u/n = 0 
则 问题 5.2 有 满足 (5.19),(5.20) 的 唯一 解 . 
证 明 的 大 意 是 ,正则 化 AC) 为 iv), Piha 


62) jte ( {he ((2))" 


sh (2) ) Jers >00 


= 0, k= k, k> 0, GE u ER 5.2 的 相应 解 , 则 有 
定理 54 设 (5.16),(5.17)，《5.28) 成 立 ， 则 问题 5.4 有 满足 
(5.19),《5.20) 的 唯一 解 <， 且 当 4 — 十 co 时 有 


{5.30} u >u, au", E L°(0, T; F(Q)) pR” 
(5.31) fu", Œ L”(0, T; L(Q)) 中 弱 *0 


6. 评 À 


上 述 平板 线性 化 理论 是 所 谓 Kirchhoff 理论 。 还 有 其 它 的 线 
性 化 理论 ,如 Reissner 和 Hencky 理论 ,可 见 Sander 的 论文 [1]， 还 
可 见 A. E. H. Love [1], S. Timoshenko 和 Woinowsky-Kricger 
L1] G. Kirchhoff [1] E. Reisner {1] 和 [2], H. Hencky [11,12] 
A. E. Green [1]。 这 里 没有 涉及 非 线性 理论 。， 在 作者 的 一 篇 文 
童 中 可 以 找到 对 非 线 福 理论 单 侧 税 题 的 分 析 , 它 导出 Von Karman 
FE. 
“塑性 ” 板 问题 


可 


样 导出 不 等 方程 ?可见 N. Coutris[1]。 
TE 


从 数学 观点 看 如果 说 动态 问题 已 经 相当 完满 地 解决 ,那么 静 
SAKARA. 前 面 我 们 曾 多 次 提 到 尚未 解决 的 唯一 性 问题 ， 看 
来 解 的 正则 人 性 的 大 量 问 题 也 未 解决 。 不 过 应 当 指出 ,对 河 题 43 和 
4-4。 可 证 明 , 当 fe LX9) 时 有 xe HO) (用 “平行 于 边界 的 平 
移 ” 法 证 明 》 
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第 五 章 塑性 引 论 
1 引 À 


术语 “塑料 材料 ”包含 各 种 特性 的 和 材料， 诸如“ 弹 - 粘 -塑性 ”， 
“ 刚 - 粘 -塑性 ”、“ 弹 性 -完全 塑性 ”，“ 刚 性 完全 塑 性 ”和 “ 弹 强化 塑 
性 "等 材料 。 

在 所 有 这 些 情 形 中 , 存在 区 分 两 种 类 型 特性 的 一 个 界限 。 这 
个 界限 或 者 辐 定 ,或 者 取决 于 “强化 的 ”形变 的 历史 ;在 后 一 情形 称 
材料 是 “强化 的 ”, 对 此 我 们 不 予 研究 。 在 界限 固定 时 ,我 们 将 表述 
弹 - 粘 - 塑 狂 定律 ,由 取 极 限 , 而 获得 刚 - 粘 -塑性 、 弹 性 完全 塑性 和 
刚性 完全 塑性 。 在 最 后 两 节 我 们 研究 两 个 适用 于 稳定 或 拟 稳 定 问 
题 情 形 的 特性 定律 : 涉及 的 是 Hencky 定律 和 所 谓 的 闭锁 材料 
{loking material), 在 后 一 情形 ,界限 是 关于 形变 给 出 的 ， 


2. 弹性 完全 塑性 (Prandtl-Reuss 定律 ) 
和 弹 - 粘 -塑性 情形 
2.1 Prandti-Reuss 特性 定律 


漂 用 第 一 章 的 记号 ,我 们 回忆 基于 守恒 定 健 的 几 个 关系 
(2.1) 810: + Div(ev) 一 0《 质 量 守恒 定律 ? 
Ce 和 分 别 是 密度 和 速度 人 向量 )3 
(2.2) où + fa = pldvifd1) (AREER) 
《指标 i M j EU E A3), i 
(2.3) ptdelds) = owen(v) (风量 守 往 定律 ) 
(假定 热 的 交换 是 可 以 忽 巾 的 )。 
与 第 三 章 一 样 ， 我 们 把 这 些 方程 线性 化 ， 这 就 导致 在 方程 
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(2.2) 和 (2.3) PERET m 的 常 密度 ; 方程 (2.1) 提供 了 在 
附近 随 Div v 的 微小 变化 ，DiY v 由 唯一 的 方程 (2.1) 确定 ,而 
(2.2) 形 为 
(2.4) PU ON) 一 op + fe 

dah i= 1, 2,3 是 位 移 向 量 , 而 {fi} ETRA EUKAT * 和 
1) 的 力 的 体 密度 。 方程 {2.3) 给 出 在 每 一 时 刻 材料 的 内 能 ， 以 下 
我 们 设 m 一 1, 即 固定 质量 密度 为 1， 0 

2.1.1 预备 性 实验 (Tresca [1], St Venant (11, [2], Levy 

[1], (21) 

考虑 一 个 金属 (例如 软 钢 ) 杆 , 它 承 受 一 拉力 o, 从 而 产生 一 相 
HRK E. 

在 一 直 交 坐标 系 内 ,以 横 坐 标 表示 s 而 以 维 坐 标 表 示 o, 并 画 
出 关系 (6 , a) 的 图 (图 17). 当 8 从 零 增 加 时 , o 增加 , 而 点 es 
o) 找 出 以 0 出 发 的 直线 段 。 若 继续 增加 s, 由 点 【ss a) 描 出 的 线 
从 点 5 开始 弯曲 并 逐渐 变 为 一 近似 平行 于 Os 的 线 . 当 s 从 0 增 
加 到 +o 时 ,关系 《es, 0) 的 岁 象 贝 直 线 妇 OS 和 曲线 弧 Sz 组 成 。 


图 17 


现在 假定 从 开 线段 03 的 一 个 点 M 出 发 ,让 s BRN SER 
的 一 微小 变化 (0 < 6 二 es); 可 以 确信 ， 图 形 上 的 点 在 点 村 附近 
移动 并 停留 在 线段 0S 上 ， 于 是 这 一 线段 表 示 材 料 特性 是 线性 的 
和 可 逆 的 , 即 弹性 的 区 域 。 
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MERHEM gz 上 取 点 了 ,而 令 。 减 小 ， 人 们 看 到 ,表示 Ce, 
a) 的 点 描 出 以 P 为 起 点 的 明显 平行 于 OS 的 线段 PG。 FER PH 
料 的 特性 不 再 是 可 逆 的 ; 弧 Se RTS EDR. 

若 我 们 延长 PO 直到 Os 轴 上 的 Qo 就 又 得 到 一 个 开 线 有 段 
P01， 在 其 上 材料 的 特性 可 逆 。 并 且 只 要 Ss 不 是 一 条 平行 于 Os 
轴 的 半 直 线 ,就 有 PO, > OS: 这 就 是 强化 现象 。 出 于 这 一 现象 我 
们 可 得 到 起 自 如 的 一 可 北 线 性 特性 区 域 ,其 幅度 比 从 以 原点 表示 
的 自然 状态 出 发 而 获得 的 区 城 的 幅度 更 大 。 因 而 它 在 实 路 中 很 有 

EZ, Sr 是 一 条 平行 于 0s 的 半 直 线 (或 充分 接近 于 平行 
了 以 数 可 以 认为 是 平行 的 ), 我 们 就 说 其 材料 是 完全 塑性 的 ， 本 节 下 
ERREUR. Bt, 应 力 o 决 不 超过 一 个 不 依 来 于 形变 状态 的 
特定 界限 eg. D 

我 们 考虑 完全 塑性 的 金属 杆 的 特性 定律 (图 LB) ETAT 
0e MAR OSz 之 间 的 区 域 的 所 有 点 2 都 可 由 点 (sy z) 达到 ， 
对 这 种 杆 不 能 给 出 一 个 上 与 的 函数 关系 的 特性 定律 . 反之 , 若 
由 一 点 (6,0) Co < g) 出 发 ,给 上 以 "小 "的 增 量 de io 取 一 增 量 
为 
(2.5) de = Ado + À 
其 中 
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T0, Mo < 之 g 时 或 当 o 8, de < 之 0 时 
i> 0, 3 c= g H do == 0 Rf 


(174 RRE OSHURE). 
车 增 量 de 在 时 间 de 达到 , 则 特性 定律 (2.5) 为 
(2.6) é = Aó + 2 (4 = Or/ 
其 中 
(2.7) 2 一 0， 当 cc<8 或 co 一 gs 和 <0 时 
120, Ko=gHé-08 
关系 (2.7) 可 以 写成 等 价 形 式 
(2.8) r — e) <0, Vr<£g 
- l= 00 


#21 车 令 系数 4 趋 于 零 , 即 03 的 斜率 1/4 趋 于 无 穷 ， 则 
特性 定律 (2.6), (2.7) 变 为 é= t, RARE (2.7)， 这 是 刚 
性 完全 塑性 材料 的 特性 定律 若 "<& 材料 不 经 受 任何 形变 ,而 若 
= 一 8, 它 按 所 指出 的 定律 发 生 形变 。 l 

2.1.2 推广 

上面 所 得 的 定律 可 以 推广 到 。 完 全 塑性 的 三 维 物体 。 
假定 弹性 区 域 定义 为 


(2.9) (on) <0 
而 塑性 区 域 定义 为 
(2.10) Fisu) = 0 


诸 数值 0 是 应 力 张 量 的 分 量 ,满足 or 一 or。 函数 色 关于 ay 
是 连续 凸 的 , 致使 R' 中 的 区 域 多 (oa) <0 BAAR, BEL, 
HR, où) 只 涉及 张 量 foz 的 偏 量 te8}. U 

可 以 指出 函数 ,多 的 两 个 经 典 例子 : 

i) Von Mises 模型 


(2.11) Fle) = + con — K 


D 力学 中 这 一 经 典 记号 只 在 建立 方程 时 使 用 :而 在 推导 中 不 予 使 用 - 
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其 中 无 是 给 定常 数 。 

ii) Tresca 模型 
(2.12) F Coi) = supla, — el -g 
其 中 必 是 应 力 张 量 Los} 的 特征 值 而 上 是 一 正 数 。 我 们 证 明 ， 由 
(2.12) 定义 的 函数 F (ou) 是 四 的。 对 所 有 单位 向 量 * 一 (ms 
m, m) 由 E; 一 cn .引信 应力 向 量 E, DREE = 方向 的 向 
R Zw 和 一 垂直 向 量 区 。 硅 
Foi) <I SAF 

Zr < g, Yn 满足 jne 、 
其 中 多 由 CU) 给 定 。 对 所 有 4, 映射 {on} 一 27 是 线性 的 、 æ 
是 车 {op} 和 F) 是 两 个 应 力 张 量 ， 而 2 和 P 与 之 对 应 。 
we J]0,1[, 则 若 121 & g E 2P] < g, A 
lez? tapos + Uwe 

RE (212) 给 定 的 .多 ”是 凸 的 。 吕 

(2.6) 在 现在 铺 形 的 类 似 是 
(2.13) alu) = Aipdi + his 

诸 系数 Aii 是 弹性 系数 ,满足 性 质 
(2.14) Aiia = Aing = Aghij 

LAATII ka > aqioi， a = WO 

É Aonig 是 应 变速 度 én(n) 张 量 的 弹性 部 分 。 而 A 由 定 
义 是 塑性 应 变速 度 。 

在 预备 性 实验 中 ， 这 个 量 4 满足 (2.7) (28), 现在 可 推广 


(2.15) durs — a) 0, Vr, Fri) S0 
(2.16) Md = 0 
《性 质 (2.15) 表示 了 Hil[3j 得 到 的 极 大 刻 姓 功 原理 。》- 

车 诸 函数 :>ow(s) 关 于 + 还 可 导 一 一 我 们 将 作 此 假 岩 一 一 则 
可 以 (2.15) 推出 (2.16). 

事实 上 , 设 A > 0; 在 (2.15) 中 取 . 

Tia = ogle + Ar) 《相应 地 ra = our — Ar) 

除 以 Ar 并 令 Ar 一 0; 即 得 
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Aadal) 0 (相应 地 ina 0) 
由 此 得 (2.16). 
小 结 : 弹性 完全 塑性 材料 以 (2.13),{2.15) 和 
(2.17) F (orz)s0 | 
刻画 其 特征 。 g 
$22 如 注 2.1 中 的 一 维 情形 一 样 ,可 令 Aia 一 0, 而 对 应 
的 特性 定律 是 刚性 完全 塑性 材料 的 特性 定律 ， 


2.2， 弹 - 粘 -塑性 特性 定律 


在 Prandd-Reuss《 或 弹性 完全 组 性 特性 ) 定 律 中 ,在 定常 应 力 
不 塑性 应 变速 度 的 模 可 能 很 大 : 换 句 话说 ,材料 不 娄 现 任何 粘性 ; 
这 涉及 到 一 种 理想 情形 ,而 人 们 可 以 合理 地 认为 , 幅 魔 往往 很 大 的 
塑性 形变 在 实际 中 表现 多 少 有 些 重 要 的 粘性 效果 。 正 因 为 如 此 ， 
我 们 将 在 这 里 写 出 一 个 弹 - 粘 -塑性 特性 定律 的 模型 ， 在 塑性 界限 
之 下 材料 是 弹性 的 ,而 在 这 个 界限 之 上 是 粘 -塑性 型 的 。 这 个 相当 
广泛 的 定律 使 我 们 由 取 极 限 而 得 到 下 列 特 殊 情 形 : 

1) Meki- Cdi 一 0),” 这 种 情形 将 在 下 章 用 不 同 的 
方法 做 详尽 的 研究 。 

i) 弹性 完全 塑性 (粘性 系数 趋 于 零 )( 前 节 的 Praadt-Reuss, 定 
#). - 

ii) 刚性 完全 塑性 Chu 一 0 ERERMETE), 这 一 情 
形 将 在 5.2 研 究 。 晶 

我 们 引 人 R rhi 
(2.18) R—{olo— [o4} E R, oa — oys F (ou) <0) 
其 中 多 是 2.1.2 中 那样 的 六 个 变量 0: HERDER, BIAR 
Ho—Pe(o)=o € R 在 凸 梨 侈 上 的 正 交 投影 ,Re 为 通常 的 Euclid 
结构 。 

前 述 的 特性 定律 为 

Enlt) = Ages + hi 

(2.19) Lu} = 0, (eo) <0 时 
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ly 一 去 [es 一 Geo), 0) > 0 


其 中 是 正 数 ， 可 以 把 它 看 作 粘 性 系数 。 因 若 oi} 是 定常 的 ， 
Gi = 0), ER (2.19) 写 为 

où = (Peou + 2pen(#) 
其 中 和 ela) (应 变速 度 张 量 ) 起 的 作用 与 Navier-Stokes 流体 
的 特性 定律 

où = —P8; + 2488) 
HE E R = {ol{os} = 球面 张 量 } 则 一 ar = (Peoi 

在 Von Mises 准则 的 特殊 情形 ， 即 2 由 《〈2.11) 给 定 ,定律 
《2.19) RER 
enla) = Airra + Ai 


(2.20) Ai = 0,4 F (a) < 0 k} 
ia 
Lg = p p aa Fo) > on 
其 中 LP} 表示 应 力 张 重 的 偏 量 而 


Tu 一 LR ü 
SLA R° 到 RR 的 映射 : 
FAO À Leu — Par)allra — ro) 
# 
定律 (2.19) 就 可 写成 等 价 形式 
a) = Ai 十 hi 
(2.21) je A PE 


D — FAN rs 05), YreR 0 
粘性 澡 于 零 的 情形 ， 若 # BTE, 则 函数 T(r) BE R 
DR È WITEK, MATER LAFER ISET 十 oo 的 “二 


1) 亦 可 说 {1} E ôT LT) 87,0) 表示 2。 在 o 的 下 梯度 ( 当 上 >0 时 
事实 二 是 导数 ? 
any Ea) = Arat 二 《他 KO. 
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A MARR se D). ER (2.21) 取 极 限 形式 
Bi (2) = didra 十 Aij 
G2D La} 满足 
Rules — o) 0, Yre R, o€R 
这 正 是 前 面 叙 述 的 Prandtl-Reus 定律 。 

TED BEBE RES RIRE AE. À dun 全 是 零 ,(2.19) 
就 是 刚 - 粘 - 塑 性 材料 的 特性 定律 , m (2.22) 则 是 两 性 -完全 塑性 
灶 料 的 特性 定律 . 0 

BARH, A K = R, 则 强 - 粘 -塑性 特 狂 定 律 简单 她 给 出 

exC8) = Aides 
RE RÉNALE T AN RÉ HOT ZI o HF BR RE 
出 发 进行 测量 ,那么 从 1 El 积分 ,上 式 可 得 

Eslu) = Aikaa 
此 即 弹性 特性 定律 。0 

指南 ”本章 研 究 在 非 形 变 状 态 占据 R 的 一 个 区 域 2 的 材料 
的 应 变 ,假定 9 的 点 的 位 移 是 小 的 .车 n(x, 人) 表示 在 非 形 变 状 态 处 
于 仙 的 点 * 的 位 置 在 时 刻 : 的 位 移 向 量 ,， Ax, 4) = Ou(x, 1)/04 
表示 在 时 刻 * 在 坐标 为 * lea t) 的 点 的 速度 ,或 在 时 刻 + 的 在 
非 形变 状态 位 于 * 的 质点 的 速度 。 事实 上 , 由 于 w(xs t) 是 小 的 、 
故 可 认为 x,t ) 一 Our, 1)/8: 表示 在 点 * 的 速度 。 AE, Pa 
(rD. RR ERTA 上 在 点 * 十 ue, e) 的 加 速度 ; 由 于 (x, 1) 
是 小 的 , 故 der, 3/88 就 看 作 是 在 点 * 的 加 速度 。 这 些 适 近 相 
应 于 一 线性 化 ， 这 相当 于 把 质点 的 初始 位 置 * 与 这 一 质点 在 形变 
状态 的 位 置 等 同 看 待 ，0 

在 第 六 章 我 们 将 研究 一 些 对 边界 条 件 和 特性 定律 的 狂 质 来 说 
是 流动 的 问题 , 即 问题 中 的 质点 的 位 移 是 大 的 。 RAIAR o ER 
流动 的 区 域 、 向 #(x, 四 是 在 时 刻 * 位 于 点 * 的 质点 的 速度 (区 
点 ” ”不 再 表示 关于 WRF al, zj 依 整体 方式 表示 在 时 刻 


D 在 本 书 所 钥 述 的 所 有 涉及 度 力 张 重 的 特性 定律 中 这 成 为 一 隐 含 的 假设 ， 
2S6。 


z 在 点 zx 的 速度 )。 为 避免 混淆 并 与 常用 的 记号 一 致 , 我 们 将 把 
SB) 记 为 Dy(v),v = vlx,!) 表示 在 时 记 + 位 于 x 的 质点 的 
RE. HSM Euler TEE, 

所 用 的 特性 定律 将 是 

jz(v) 一 0, AP ag 
(2.23) bp O) e SEE 0,4 af > g 
2e olf 

(是 一 给 定 的 正常 数 )， 

由 此 推 世 

Due) = Divs = 0 

BAE EEE AMIE ATEN. D 


23 涉及 的 问题 


我 们 要 在 动态 和 拟 静 态 情形 研究 在 非 形变 状态 下 占据 R 的 
一 区 域 8 的 材料 内 部 的 位 移 {wi} 和 应 力 Les) 的 场 . 仿 前 一 章 , 令 
80 一 Tn 一 了 的 外 单位 法 向 量 ， 

T = To UTs, To UT, = Ø 
材料 满足 特性 定律 《2.21)， 我 们 担 出 下 列 两 个 问题 : 
问题 3.1( 动 态 情形 ) 在 9 x [0, TIR {us} 和 {ow}, 满足 

(2.21) 和 线性 化 了 的 运动 方程 


(2.24) Puf OP = 053 + fi 
和 边 条 性 

(2.25) 在 To k, “=U, 
(2.26) 在 Te E, ooy = F; 
及 初 条 件 . 

(2.27) a(0) = m, BuO} = 16, 
(2.28) a0) = os 


Flea 1), Fas i)a Vies 1) Hor) Ge), ro) ER 4 > 0 
AERE. 
问题 22(K 报 静态 情形 》 这 里 涉及 的 是 这 样 的 问题 , 其 中 已 
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RE * 变化 得 充分 慢 , 以 致 可 以 急 略 运动 方程 中 的 加 速度 项 : 
EA X [0, 了] BR {r} 和 {ow}, 满 足 (2.21) 和 平衡 方程 


C2.29) CORE a i 
以 及 边 条 人 性 (2.25) A (2.26), 初始 值 
(2.30) u(0) = m 
(2.31) (0) = wm 


lxs 0, Fes) Vies 1) Ge), Ce) xt 2 > 0 是 给 定 
的 , D 

在 第 3 节 将 研究 问题 2.1 和 2.2, 在 第 4,5 节 研 究 当 一 0 或 
在 适当 意义 下 , Aix 一 0 时 向 极限 情形 的 过 渡 。 


3. 动态 和 拟 静 态 弹 - 粘 -塑性 问题 的 研究 


3.1 问题 的 变 分 提 法 
首先 研究 问题 2.1 的 情形 。 令 


(3.D dulde = v 
一 做 知道 了 yz， 则 * 就 如 下 确定 
(3.2) u) = f vs) ds 二 


利用 这 些 记号 和 (2.21),(2.24) 得 方程 为 
Aigues + (FF CE) a — exe) = 0 


GD dont 0 X 10,T[ 内 ,+ 
边 条 件 为 

e= U, 在 Ty X 10, TEE 
6-9 loom = Fa fE Fs x 10, TLE 
和 初 条 件 
{3.5) eLO) = ms af(9) = om 


这 是 一 个 非 线性 偏 微分 方程 组 .(3.4) 中 的 边 条 件 是 非 齐 次 的 ， 


D) 了 是 任意 固定 的 正 数 ， 
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首先 我 们 经 过 平移 把 方程 化 为 齐 次 的 . 
引进 函数 中 = {oh} 和 办 一 fo， 满足 


omi = F, {在 Ts X ]0, TLE) 
(3.6) BaT 
和 
(3.7) ww 一 《在 ro X 10, TLE) 
20) = s 
引进 新 的 未 知 函 数 

(3.8) oo 一 oo 一 一 只 
方程 (3.3) 变 为 

Le 总 十 (Ge + di — eal) = gs 
《3.9) g on he 
其 中 
(3:10) gi = eale") 一 Airah 


hi = fi QG + dés 
RUE FÉES EEA ERE) 
TI T. 
现在 问题 提 法 是 
Anradan + CFE + Pa — ealo) = ga 


(3.11) 2 

Pi oi ™ hi 
WERE 

cum = 0 Æ Tr X Jo TLE 
(312) n 在 Tv x Jo TLE 
和 初 条 件 
(3.13) a0) 一 0。v(0 一 0 

〈 仿 第 三 章 《3.69)) 现 引进 

(3.14) PACE f Luouraaz 
和 空间 


D 必要 的 正则 狂 假 设 后 面 给 出 。 
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Æ = {r = {ruleu= ro ON 
H = {v = {vlve LUO} 
FR TA EE 


(3.15) 


(os r) 一 f guTidx 
o 


les w) 一 f, vande 
进而 引进 
F = {rlre ,rE LO) rim = 0,Tr E} 
V = {v|v € Home (O), v= 0 Ty) 
注意 到 
(317) (ealo), ra) + (or Tag) = 0, Vo EV rE 
车 o 和 7 是 (3.11) 和 (3.12) 的 正则 解 , 则 有 
arte E) + (To + P) 0) + À venid Ce, 0, 
ren 


(3.16) 


Gas) 
sw) 十 {vesds = (s w), YwE V 
反之 ,着 o (3.18) 的 “正则 ” 解 , 即 可 推出 (3.11) 和 
j, vimidT = 0, f, cund? = 0 
Bp 
| vrand = 0, | ey PR = 0 
ro rp 
由 此 得 (3.12)。 


因此 考虑 在 形式 (3.18), (3.13) 下 的 问题 。 
用 同样 的 记号 , 拟 静 坊 问 题 表 述 为 : 


J Ge) + ETC tt ands, r), 
(3.19) | wres 
{ onu sax = (h, w), Ve eV 


D 记 法 相同 ,不 致 引起 混 清 . 
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带 初 条 件 


(3.20) an) =0 0 

32 ”结果 的 陈述 

将 做 如 下 假设 

G2D g, 8 € EXO, T; SE) 
(322) h, kE LA0,T; H)? 
及 


(3.23) © KRF 1. 

注 34 EUR (3.23) 对 得 到 强 解 似乎 是 不 可 少 的 ， 下 面 得 到 
的 正 是 这 种 解 ， 引 人 副 解 可 能 避免 这 一 条 件 ( 但 尚未 得 到 这 结 
果 ) 于 是 本 质 的 困难 是 解 的 (可 能 有 的 ) 唯 一 性 。 O 

以 下 几 节 要 证 明 

定理 3.1 设 (3.21), (3.22), (3.23) 成 立 ， 则 有 县 仅 有 一 对 
ofo, 满足 


(3.24) e,o € L®(0, T; 267) 
(3.25) v, g’ E L°(0, T; H) 
(3.26) Tii E LOCO, T; L(0)) 
(3.27) viai E L”(0, T3 LY) 


并 适合 (3.18), (3-13). 

注 32 根据 《3.26) 和 (3.27) 可 以 定义 cum Ale E T ER 
值 ， 在 (3.18) 中 进行 分 部 积分 即 可 验证 。 从 而 有 问题 的 强 解 的 
存在 性 ?. 

现 过 渡 到 拟 静 态 情形 。 按 To 的 测度 为 正 或 为 空 舍 区 分 为 两 
种 情形 。 

定理 3.2 HEA 3.1 的 条 件 成 立 , 又 设 fo AEAEE 
#(0) = 0, WA ERAHNEN o,r, 满足 
(318) ce LOT; #7) 


D 不 难 明确 关于 给 定 值 2ry uis Oo 的 充分 条 件 以 使 这 些 息 设 满足 . 
2) 还 可 指出 。I EL (0 T3 v)y 0€ LU: T3 V). 
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(3:29) oe L°(0, T; 7) 
G3.30) VE LOS T; V) 
Hé (319),(320), 0 
lo = D (KERRE) 在 (3.19) 的 第 二 方程 取 & 一 pe 


加, 即 得 必要 条 件 (由 于 [ oopraax = 0): 
hsp) 一 0， Ype R 
而 当 To ~ 时 ，o* ~ 9%。 从 (3.10) 知 有 
Gs e) + (obus p) = 0 
或 由 (3.6) 有 


(3.31) Ge) + f FwpsdT = 0, Yoe R? 


于 是 有 

ERII 设 定理 3.1 的 条 件 成 立 ， 又 设 To 一 $ HE (3.31) 
和 #9) = 0, 赔 有 县 仅 有 一 o 和 一 ": 它 在 允许 相差 腕 中 的 一 个 元 
素 的 意义 下 唯一 ， 合 得 有 (3.28), (3.29), H syCv)e L°(0, T3 
L?(9)), (3.19), (3.20). .0 


33 ”定理 中 的 唯一 性 的 证 明 

定理 31 中 的 叭 二 性 

设 cy Fos, ve 是 两 组 可 能 的 解 。 令 

Ê = a — Oy, Ô = V — Vy 
由 (3.18) 和 对 Ces va 类 似 的 方程 推出 
(3:32) er (sr) HO wT ot) Fox ta}, r) 
+ 上 Driidx + fe 一 0 

在 (3.32) Hit r=6, w=, FI (3.17) 和 ao 一 2 十 oo) 
单调 的 事实 得 出 
(333) at, D +(8,6)<0 


D MEH fes Fa ASMERR PEUT O SE. 
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结合 0) = 0, 红 0) = 0, HNHEM ô = 0,20, 0 
EE 3.2 中 的 唯一 性 和 定理 3.3 pi  AUME— 7 tE 
EEA °° 

(3:34) (8,4) EO 

由 此 推出 # — 0. 

由 于 一 ox, 利用 可 写成 

Seale) 一 gy 一 Arit — (Fo + Pa 

的 (3.19) 的 第 一 个 方程 得 

(3.35) Elw) = Eve) 

BIERNE: ”车 ro 是 正 测 度 的 ， 则 (3.35) EH e= on # 

Tw = 多, 则 有 允许 相差 一 个 ( 依 事 于 : 的 ) 雪 的 元 素 的 等 式 。 U 


3.4 动态 情形 存在 性 的 证 明 
我 们 要 对 空间 变量 把 方程 (3.18) “正则 化 *。 


为 此 目的 引入 
(3.36) la, r] 一 | ourauaz 
(3.37) COPA 


+ > 9 是 (要 趋 于 0 HSM, ARENA 
(CR 
(3.38) 
La 


= Gr) 
Cet, 0) al os 0)) + È ouw = (hs w) 
MUDRE 
(3.39) (0) = 0, (0) 0 


对 每 一 4 > 0, 这 个 问题 有 唯一 解 b。 
我 们 来 推导 解 tc, o} (或 为 了 表示 对 n 的 依赖 ,应 记 作 {0,， 
sD 的 先 验 估计 ,再 令 n 一 0. 


D 这 出 单 调 找 物 型 问题 的 一 般 理论 得 到 ( 见 Lions[1])，、 此 外 世 可 从 以 下 的 沈 验 
个 计 重新 得 到 这 一 结果 
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RAT CD 在 (3.38) 中 + 代 以 o 十 ww 代 以 v,( 由 于 
(Tilo + ,ot A) > 0 | vonga + [ouvwdr 一 0) 便 得 
(3.40) id, a t P) + nto o + a] + Co, 0) + (vs 0)) 

< (g, o + o) + (4e) 

由 此 推出 *, 当 ”一 4 时 
{3.41) a = 0, fn L°(0, T; 2 ) hA RR 
(3.42) v = v, A LO, T; H) 中 一 有 界 集 
(3.43) no, GARDE nv, AR LX0,T; VORRE LO, T3 

V) 中 的 有 界 集 ， 
另外 在 (3.38) 中 令 : = 0, 考虑 到 (3.39 ) 则 得 
Ga ef (0), r) = EO) — FP), E) 
g CoO), w) = (A0), w) 
于 是 当 ? -0 时 
(3.45) 9 (0) (相应 地 ，z(07) 组 成 如 (相应 地 ,HH) 中 的 有 界 
&. D 
先 验 估计 (0 )C3.38) 对 + 求 导 得 
d'or) + (CT Co OE 
cao | viidr = (e's v) 
O, w) + alt wY) A | oiisdx = (Wp w) 
EGA Dr = 0 和 = v, 两 式 相 加 即 得 
(3.47) alo, 0) + ao #1 + (or) + me, w) 
HUTE + PY, d) = ro) + Ce) 
CF Ce + PY), 
(3.48)| = Em 一 1 (Pot Ar) + d}— Far) + o), 
are (Ar) 
lots + Ar)—0(9)>0 (HF o Uo 二 09) 的 单调 性 六 
D 注意 在 这 第 一 估计 中 ,假设 (3.23) 不 参与 . 


2)〔 例 如) 可 用 Galerkin EME (3.38) 验证 之 . 
3) 这 里 用 到 0 不 依赖 于 这 一 事实 . 
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因此 由 (3.47) 导出 

(349) er oo) tno ot tn, 0)) 
<lr) + (#0) 
注意 到 (3.45), 由 此 得 结果 : 当 ” 一 0 时， 
(3.50) o = o, AR L°(0, T; 8) 中 一 有 界 集 
{3.51) 太一 的 组 成 工人 0, T; H) 中 一 有 界 集 
《3.52) nto, ABS, nt.) SAR L'(0,7 39" 多 相应 地 ,ZL2C0:T; 
VDH—-HAFE, 1 

HA RRR. 从 前 述 估计 得 结论 
(353) Fe, 二 oo) 组 成 工 (0，7; 6) 中 的 一 有 界 集 。 
于 是 可 取出 一 序列 , 仍 记 为 cv* ry E n 一 0 了 时 有 
(3.54) oa 63 d' € L°(0, T3 27) hs 
(3.55) Parva vs Æ LO, T; H)rhES* 
(3.56) Tika, + 0) > X, E L0, T; pR" 
而 由 于 (3.43) 可 在 (3.38) 中 取 极 限 。 
于 是 显然 ", ”满足 


harto, r) ue) + | ordr = Ces r) 
(3.57) 9 
ED + È, onwmdr = (hs w) 


而 由 一 “单调 “型 推理 (正如 多 次 做 过 的 一 一 文 见 Lions [1] 的 
第 二 章 ), 可 验证 
{3.58} X= F0 + o). 

这 就 证 明了 满足 (3.18)。(3.33) $ (3.24), (3.25) 的 o, o ÉÙ 
FEH. 

而 由 (3.18) 导出 ， 在 广义 函数 意义 二 在 柱 2 x 10, TL 内 有 
{3.11), 由 此 得 (3.26), C3.27), 这 是 由 于 

Balo) = Aiad + To + Phi — gi 
Si = v; — fi 


(由 此 推出 《3.12), 正 如 已 指出 的 那样 ,》 D 
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35 MAAE EEA 


TEDERI TS EUR RRR. >o (Eee 
于 0), 用 fos ve} = Lo, o} 表示 下 列 问题 的 解 : 


are, r) H (TG Ho), 7) + | venida le, +), 
(3.59) Vrey 
ECe's ww) + | Gwindr = (h, w), Wwe V 


(3.60) of0) = 0, (0) = 0 
REEE 3.1 我 们 知道 此 问题 的 一 组 解 {res zs} 的 存在 性 和 
唯一 性 ， 
现在 检查 3.4 的 先 验 估计 如 何 依赖 于 总 
(3.41), (3.42) 的 类 位 估计 是 
(3.61) a AR L C0, T3 LE) 的 一 有 界 集 ( 当 # 一 00， 
(3.62) Etos 组 成 Lm~(0, T; H) 的 一 有 界 集 。 
在 (3.59) he e = 0 即 得 
(3.63) ef CCO), r) = (E0), r} > (Fo), +) 


(3-64) EO) = ACO) 
故 由 于 在 定理 3.2 和 3.3 中 假设 4(0) = 0, 
(3.65) HORRA ORE 


(3-50), (3.51) 的 类 似 估计 现在 是 
(3.66) of HR L°(0, T5 2) 的 一 有 界 集 ， 
(3.67) vt 组 成 L”(0, T; H) 的 一 有 界 集 。 1 

紫外 从 (3.59) 的 第 一 个 方程 导出 
(3.68) Bulo) 一 Auror + It Pg (其 中 o = 03) 
这 与 (3.61) 和 (3.66) 一 起 蕴涵 
(3.69) sulon) 组 成 L"(0,T; LA) 的 一 有 界 集 . 

(3.69) 的 利用 按 lo 有 正 测 度 或 Ty = $$ 而 有 所 不 同 。 

着 To 有 正 测度 ， 由 (3.69) 和 第 三 章 的 定理 3.3 (Korn 不 等 
式 的 推论 ) 得 出 结论 ; 
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(3.70) v HR L O, TV) 中 一 有 界 案 . 
若 To 一 8 ,《 如 第 三 章 所 做 ) 必 须 引进 商 空 河 


(3.71) V'=v)æ 
(3.72) ei E L”(0, TV) WERSI 


因此 可 取 序列 , 仍 记 为 Oes ve, BEIRN E — ohh: 
{3.73) Ot, a >a, o" TE L0, 了; 8) paat 
G) ve 一 v To AEWRE, 在 LC, 了 ; V) 中 弱 * 
(i) ve É Tr = Ø, Æ L°(0, Tiv 中线 * 

由 一 单调 推理 ,可 以 在 对 Tulo + 0) BER. BEH o 
和 + 满足 定理 3.2 A 3.30 的 条 并， 只 是 尚 需 验 证 0。 满足 (3.26). 
但 这 是 (3.19) 的 第 二 个 方程 的 挫 论 , 它 可 写成 

ci = À Q 

注 #3 同时 我 们 得 到 ,所 静态 问题 的 解 是 《3.59), (3.60) 的 

解 当 去 一 0 时 的 极限 .， 昌 


(3.74) 


4 弹性 -完全 塑性 问题 的 研究 


4.1 问题 的 提出 


现在 要 在 前 述 结果 中 令 粘 福 系 数 * 趋 于 0。 
ELE ESATA 


CD O F) = È |, Go Perdea — (Perdue 


RI (3.18) 的 第 一 个 方程 可 写成 不 等 方程 
oo Tr + D) Toto) 


4.2 
(#2) + | lrs = oida = (er — 0), Yrer 
其 余 不 变 . 
D 在 情形 Tu = PE (3.59) 的 第 二 个 方程 中 取 极 限 * 是 由 于 根 设 (5，2) = 0 
这 一 事实 . 


，267 + 


BOT (o + o) 表示 当 关 一 0 时 与 全 中 的 由 
(4.3) K = {rire SE, rls) € Rpp 0} 
FE HIT AR ER AU RSS DE. 
首先 形式 地 推理 ,而 将 其 验证 留待 以 下 几 节 。 将 证 明 解 (da 
va) 当 一 0 时 收效 ,极限 满足 
(4.4) oU) EK 


(4.5) (r,r — o) + f viai i)dx > (g, v—0), 
vre(K— oN 
(4.6) w, ww) 十 Louer = (h, w), Vwevy 
(4.7) a0) = 0, v(0)=0 
我 们 就 取 (4.4) 一 (4.7) 作为 动态 弹性 -完全 塑性 问题 的 定义 ， 
a 
注 4.1 自然 由 2.1.2 的 考虑 可 得 到 同样 的 陈述 . 
注 4.2 在 上 流放 和 组 中 可 消去 o, 事实 上 ,(4.6) 等 价 于 
(4.8) 06% à; 
车 引进 
(4.9) SO = f oies 
AU (4.8) 给 出 
(4.10) ri(D = Sas + f Had, 
利用 记号 (3.36),(4.5) 变 为 
GD (se S) + [s haa,r—s)| 


= (gr = sS) 
若 令 


(12) GD 一 5 一 下 ko)ae， 


1) 在 第 3 节 中 亦 可 施行 消去 法 ,但 没有 特别 的 应 用 - 
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问题 变 为 求 5 使 满足 
(413) S'U)E(K — ANY 
(4.14) ur (S",r — S)+ [Sr S] > (G;r S), 
Wre lK = MAN 

(4.15) S(0) = 0, S(0)—0 

—H s h (4.13), (4.14), (4.15) 确定 (WATEA 4.1), v; 
就 由 《4.10) 确定 且 c 一 8. 0 

在 (4.6) 中 去 掉 有 vw 的 项 即 得 拟 静 态 问 题 ， 求 c 和 v, 
是 (4.4),(4.5) 和 


(4.16) | oawijde = (h, w), VwEV 
(4.17) oft0) 一 0 
PEHE.. FXE, (416) 等 价 于 
(4.18) 一 oj = h 
引信 


(4.19) LG)= {rlre 2, >tai = hi ran = OCTr EJ) 
BE (ASY hr E LENKE — P), MU | Crus 一 omar 
RT ERRE 


(4.20) oD EK — PJN LG) 
(421) (0,7 — a) > (gsr — a), Yre (K — NLG 
(4.22) ol0) = 9 
# o AIRE. 
一 旦 确定 ，v 的 获得 就 有 困难 ， 注 4.4 中 还 要 涉及 到 这 一 - 
点 。 
42 结果 的 陈述 
定理 4.1 设 定理 3.1 的 条 和 件 成 立 , 且 
(4.23) PEK 
则 有 了 且 仅 有 一 函数 S 使 
(4.24) S, S’, SE L°(0, T; €) 
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(4.25) S, S'e LO, T3 F) 
A1 (413), (414), (4.15) 成 立 。 BA a= S, vh (4.10) 确定 。 
这 就 解决 了 动态 弹性 -完全 塑性 问题 . 
此 外 ， 弹 性 -完全 塑性 问题 是 带 粘 福 情 形 当 gp 一 0 时 的 极限 . 
用 on, va 表示 定理 3.1 中 对 a> 0 所 得 到 的 解 ,; 则 有 
定理 4.2 设 定理 +4.1 RER dto, e 是 定理 4.1 确定 
的 解 , 则 当 上 一 0 时 
(4.26) Gus Our 0, 0, E LOO, 752) 中 弱 * 
(427) eus vho, o, Æ L'O, T; H) 中 弱 * 
(+28) Gui > Gijis Æ LO, T; L'(0)) 中 级 ” 


对 拟 静 态 情形 ,有 
定理 43 设 定理 +1 的 条 件 成 立 , 又 设 
(4.29) oo=0 


且 优 定理 3.2, 3.3, 设 4(0) = 0, 则 有 且 仅 有 一 函数 o 使 
og,.o EL*(0, T; 7) 
ag L0, T; 9) 
HRE (4.20) (关于 4 p.p. 成 立 ) 和 (4.21) (4.22). 
还 有 
定理 4.4 条 件 同 定 理 4.3。 若 mw， vw AREH 3.2 中 得 到 的 
解 (相应 地 ar。 v; 表示 定理 3.3 中 得 到 的 解 ), 则 有 
oo € —> 0, o's Æ LOCO, T; 867) 中 的 弱 * 
Oui > Ciiis LE L°(0, T; L2(Q)}) 中 的 弱 * 
注 43 关于 sue) 我 们 没有 获得 化 么 结果 . | 


43 ”唯一 性 结果 的 证 明 


jR SFO Sy (413), (4.14), (4.15) 的 两 个 可 能 的 解 。 在 不 
等 方程 《4.14) 中 取 * = 54, 相应 地 ， 在 有 关 gs 的 类 似 不 等 方程 
中 取 r = 5, ARAM, S 一 3 Su È 
ur (8", #3 +r IS SO 


(4.30) 


(431) 


由 此 4 一 0. 0 
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FF, #0, ow 是 (420), (4.21), (4.22) 两 个 可 能 的 解 。 令 
ê = o — dx WA 
l, 8)<0 
由 此 有 5 一 0. D 


4.4 ”定理 41 和 4.2 的 证 明 


考虑 定理 3.1 所 给 的 解 or。 vu, 


ar (ds Ot (Fou E P), D+ vor et), 
rer 


(4.32) 
cs, w) + fo ema = (h, w), Vwev 


我 们 来 验证 第 3 节 中 的 先 验 估 计 对 # 的 依赖 性 - 
在 (4.32) 中 用 op 和 va DDIR 7 和 zw, 获得 
(4.33) où BR L°(0, T; E6) 的 一 有 界 集 ( 当 一 0 时 )， 
(4.34) Pa AR LO, T; E) —A FR. 
在 《4.3) 中 令 上 一 0 由 于 FZL = 0, WA 
er aY, r) == (8(0}, +) 
C0) = ACO) 
《4.32) 对 上 求 导数 。 在 所 得 结果 中 令 上 和 ww 分 别 为 0% 和 以 ， 
利用 《4.35) 即 得 
(436) ov) HR LO, T3 ZNL O, T; EN 的 一 有 界 集 . 
此 外 在 《4.32) 中 取 = 0, + o, = vr 并 相 加 ,得 到 


KEG + oo o}de LEM 一 C 
或 用 (4.1) 的 记号 
(4.37) Fou + od € Cu 


于 是 可 取 序 列 , 仍 记 ous vas 使 (4.26), (4.27) RIT. (432) 
的 第 二 个 方程 证 明 


(4.35) 


Orig = Pui — ha 
出 此 得 (4.28)。 
ezne 


由 《4.37) 有 
T (o +) = 0 


由 此 得 C4.4)。 
仿 (4.2), (4.32) 的 第 一 个 方程 可 写 为 
(438) uar (Onst — 00) + | alena — onai 


ter to pF ot o) I gr — 04) 
着 在 (4.39) 中 取 rekK 一 0, 则 FF(Y 十 中) 一 0, 而 由 于 
Fo, + P) > 0,0 


(439) ar (gos r — 01) + omens — ous) gsr — ox), 
rEeEK— o 
9) 引 和 人 


(4.40) SC) = f Oplt }dtı 


如 前 所 述 ,消去 ve A 5 满足 不 等 方程 
(4.41) of (St, tr 一 5 十 [Se T — 5,12 (G, r Sd 
Yre (KR ~ NY 

RIT SRE Eh (4.9) SU S 满足 (4.14)， 即 在 (4.41) 中 取 极 限 ， 

而 这 可 由 通常 的 手续 来 进行 ,在 (4.41) 中 取 f 一 re), r iE 

(4.42) r,T'EL(0, T; 97), rN EK — P, pp. 

对 : 积分 即 得 
T T FT + 
C87) a + f Leds — |G, t — Sa) de 


> f Cats, SL) + [srs S4194 


一 十 ur SAT), SCT) + 去 [SeCT), Sa(T)] 


由 此 
fs ra + J ss t1 — CG, r — sta 
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> imin S(T), SCT) + i SCT), SCI) 
4-8 2 2 
> (S(T), SCT + ELST), SCT) 


= (tres, S) + ES, SI} 
因此 对 所 有 满足 (4.42) 的 + 有 
(4.43) 人 Ler (t,e — S) + LS, r — HI (Gr Sao 
用 通常 的 推理 ,由 此 过 渡 到 (4.14)，( 在 (4.43) 中 除 一 点 : 的 
BR ©; 外 取 7 CG) = SG), ME © HR TG) 一 +r,r 是 KK 一 


中 一 周 定 元 素 ; 把 所 得 结果 除 以 Mes(@i), $ Meld) EF 0, B 
SH (414), [l 


45 定理 43 #0 44 的 证 明 
用 {0, zi lou, va) 表示 下 列 问题 的 解 


FF {TD + | viride = (g, 7) 
(444) a 
Www) + 人 wwex == (4, w) (60) 


(445) a(0)=0, #(0})—0 
在 (4.44) HG r = o, w =v, 导出 
(446) ou RT E®O, T; GE) 中 一 有 界 集 ( 当 à, 5 —> 0), 
(447) E om RF L'(0, T; H) 中 一 有 界 集 ， 
局 时 有 


下 Cerro onde < WA = C 
从 而 
448) p Ton) < Ca 


此 外 ,在 〈4.44) 中 令 :一 0 得 
EZER 


aas peo 属于 如 ?的 一 个 有 界 集 
PRO 

(4.4) 对 e 求 导 即 有 
(相应 地 74) 属于 LOT 2 ORR, L°(0, T; 
B) O-R RR. 

仿 定理 3.2 和 3.3， 可 以 对 上 取 极 限 ; 于 是 得 到 定理 32, 3.3 
所 给 的 解 on, vn) {on el } ,并 有 估计 
(4.51) oo EF L°(0, T; 2C) 的 一 有 界 集 
(4.52) Fo < ca 
(4.53) ons 属于 Le(0。73 L(0)) 的 一 有 界 集 

而 (3.19) 的 第 二 个 方程 给 出 


(459) 


(4.54) Pis 一 bi 
(3-19) 的 第 一 个 方程 蕴涵 Co = 0) 
(4.55) CA + aT) — Fax) 


+ h vrais — oui) > (E, T 一 Go 


Æ LCD OÙ (4.19)) p E r BI 
(456) ef (orto où) + pT (T) — uT (où) 

> (8,7 一 oz) 

若 还 有 Tr EK, MT (Tr) = 0, LT (lo) > 0, 即 得 
(4.57) fos T — Ta) > (8, T — 01), TEKNL() 

M (451), (452), (453) 导出 ,可取 一 序列 ， 仍 记 ox， 使 
(4.31) RI. H (4.52), 可 验证 o € 下 ,从 而 co EK 站 (x), 用 通常 
的 手续 由 (4.57) BTE SH (4.21), U 

注 44 速度 场 的 确定 。 应 力 场 的 解 a(x, +) 求 得 后 , LEE 
度 场 6x(x,1)/8s 满足 
pro Aides À ds 
Mr — 05) <0, VPEK 

在 一 般 情形 下 由 这 些 关 系 来 确定 Ou(x, 1)/8: 的 问题 尚未 解 
决 . 
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在 柱 形 征 的 弹 -塑性 扭转 问题 中 , 人 们 遇 到 一 个 糯 似 情形 , 这 
一 问题 几乎 以 显 式 解决 , 见 6.6, Œ 6-3. 0 

注 45 在 Peandtl-Reuss 特性 定律 的 报 静 态 情形 ， 可 以 获得 
一 直接 涉及 Hort: 的 变 分 担 法 ( 昂 W. 工 Koiter [1], H. D. 
Bui 和 K. Dangvan [1], C. T. Hera Kovitch 和 P. G. Hodgetn), 
这 一 性 质 可 用 于 数 人 分 析 ， 但 似乎 难于 得 到 在 [0, T] 上 的 整体 
FEE. 


二 刚 - 粘 -塑性 和 刚性 -完全 塑性 问题 的 研究 


S1 网- 帖 -塑性 问题 


我 们 要 在 下 述 意义 下 令 " 系 数 Ain BTE, 
{5.1) E Aaen WA BAs 0>0, 0—0 
于 是 可 考虑 下 列 间 题 的 解 (oe, 20} = io, v} 


barto, + (7o t P) r) + | praida = (8, 7) 


(5.2) 


esw) + me = (h, w) 
(5.3) af0) = 0, 7(0) 一 0 

车 对 6 形式 地 取 极 限 ,对 一 个 适当 的 拓扑 06 一 0, ve 一 v( 这 
在 下 面 将 精确 化 ), 则 可 得 


Cite + 0), r) + forte = (8,7) 
64 e 
Ces) + [sum = (4, w) 
(5.5) #(0} == 0 
BEWE”, (54) 的 第 一 个 方程 等 价 于 


{5.6) Foto m+ er) (R g+ D(Cr)) 


D 可 以 考虑 更 加 一 般 的 结构 甚至 系数 Ana RAF *y BÆ LO) bc 
Fo. #8 GD 只 是 为 了 简化 各 述 。 

2) 在 刚 - 帖 -塑性 情形 《消去 ">》 和 弹性 -完全 塑 竹 情形 (消去 +) 之 时 有 一 种 对 假 
关系 、 以 下 要 网 明 这 一 点 。 
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或 . 
(5.6) 8 + ev 87 (a + oo) 


引信 在 & ER EZR FE, 
(5.7) TE) 一 supl (o,r) — FAT)] 


BF Tao) = aF fc)， 则 可 把 这 一 定义 更 明确 化 。 不 难 
验证 


Bo) pT po) 
6D k = F ARED 
于 是 G.6) FC Moreau [1}) 
6.9) a+ EOT Helv) +g) 
即 
(5.10) Fie(w) + 8) — FE) + g) 


— lo + P, e(w)— elr) >0 
(5.4) 的 第 二 个 方程 为 
Ws w — 0} + (os elw) —e(r)) — (h, — o) = 0 
利用 (5.10), 由 此 导出 
[人 
Zi t hn w rn we y 0 


用 同样 方法 可 证 
定理 51 设 定理 3.1 的 条 件 成 立 且 有 (4.23) 和 
{5.12) a(0)—0 


A Los, v9} EFIR (5.2), (5.3) 的 解 , 则 有 
osvo vs, HE L°(0, T; 日) R" 

peny ÆL°(0,T;V)5* 
其 中 ”是 (5.11) 和 v(0) 一 0 的 解 ， 

证 明 如 往常 一 样 建 立 在 先 验 估计 之 上 。 从 (5.2) 导出 
(5.14) ve 属于 L”(0, T; H) 的 一 有 界 集 ， 
(5.15) Oo 属于 上 "(0, T; 多 ) 的 一 有 界 集 - 

在 (52) 中 令 :一 0 由 {《5.12), 有 
(5.16) (0) 0 


(5.13) 
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以 及 
617 valO) = 4(0) 
方程 (5.2) 对 * 求 导 ,得 


RESTE TT 

FE (5.2) 的 第 二 个 方程 给 出 

(5.19》 oes 属于 LO, T; L2(9)) 的 -有 界 集 . 
另外 有 

(5.20) Per ice + P), ot dyi € © 


于 是 (5.2) 的 第 一 个 方程 给 出 
(5.21) vers 属于 L°(0, T; PO) ARR, 
EAER tE, 0 


po GEEH, Oo) 属于 LO, T; H) 《相应 地 , L°C0,T3 


ÆSI 一 旦 知道 了 ", os 的 确定 就 会 遇 到 注 4.4 中 在 对 偶 情 


形 的 同样 困难 . 
注 52 与 此 相 联 系 的 “ 拟 静 态 ” 问题 事实 上 是 一 个 在 〔5- 
中 消去 有 关 w 的 项 所 得 到 的 简单 椭 贺 型 问题 。 0 


11) 


ESS 这 里 所 研究 的 问题 在 第 六 章 将 在 非 线 性 结构 中 更 精 


确 地 研究 。 


5.2 ”刚性 -完全 闻 性 问题 
指南 。 刚 性 -完全 塑性 情形 对 应 于 


Aig m D, 一 


由 对 Aars 和 # 取 极限 可 得 到 这 一 问题 ， 并 按照 首先 关于 


然后 关于 上 或 相反 上 顺序 取 极 限 的 两 种 不 同 的 方式 进行 "， 昌 


F 4 


首先 兰 虑 在 “ 刚 - 粘 -塑性 "问题 中 令 粘 性 系数 上 ET 0 而 得 到 


的 问题 . 
用 va 表示 带 初 条 件 vx(0) 一 0 的 问题 (5.11) 的 解 。 这 和 
有 形式 上 的 结果 


D 两 种 过 酸 到 极限 的 方式 的 等 价 性 问题 尚未 完全 解 央 ， 
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ER 


. 


首先 注意 ,从 先 验 估计 (5.14) 和 (5.18) 出 发 可 得 
(5.22) Las va 属于 L°(0, T; H) 中 -- 有 界 集 。 
此 外 还 可 验证 
lim 7 Cue) = i*(o) 
i 是 多 上 的 一 个 连续 ,. 凸 、 非 可 微 且 兰 0 的 泛 函 。 
根据 (5.22) 可 取 一 个 序列 , 仍 记 ww 使 
65.24) vas va -oayg2 Æ L°(0, T; H)th5* 
利用 (5.8), (5.23) Æ (5.11) 中 形式 上 取 极限 即 得 
(525) (od sw — 0) + jeu) + g) — se) + 8) 
D Ci oi, wi — v), Vu eV 
(5.26) vlt) = 0 0 
车 首先 对 取 极 限 , 按 第 4 池 得 到 
《5.27) Oar (Ss T — So) + [Sor — S] > CG, T — 5), 
Ver, rE LK = PAI 


(5.23) 


(5.28) BLA EK — PAS 
(5.29) Se(0) = 0, Sg (0) 一 0 
的 一 个 解 Se, 


WFO, À GO) = 0 CB] eCo) 一 0), 则 可 验证 
(5.30) Se, Se 属于 LOO, T; Y) 的 一 有 界 集 ， 
(5:31) 9359 ET LO, T; 2) 的 一 有 界 集 。 

这 些 佑 计 对 取 极 限 是 况 用 的 。 

刚性 -完全 塑性 问题 在 于 求 5, 满足 
(5:32) SD EK = PNS 
{5.33} [ST— SIF(G,r— S), vre(K— oN 
(5.34) 5(0) = 0 
于 是 有 

定理 5.2 设 定理 4.1 的 假设 成 立 ， 且 8(0) 一 0, 则 问题 
(5:32), (5.33), (5.34) 有 唯一 解 满 足 
(5:35) 5,8 € L0, To ) 

又 若 以 Se 表示 (5.27), (5.28), (5.29) 的 解 , 则 有 
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{5.36) Sos Sa >S, S, E LOO, T; 97) Rt 
并 有 
(5.37) 一 了 
注 5.4 “关于 S AXT ” 的 陈述 互 为 对 偶 。 O 
注 5.5 根据 Brtzis[1] 的 想法 ,可 以 给 出 "关于 5” 的 问题 的 


po) = 0, 当 ce 开 一 只 时 ， 


C5-38) (e) = 十 oo, 其 他 
此 外 ,一 (G, r) 在 EME LERA 
(5:39) (G, r)= (6, r] 


RI (5.33) 等 价 于 
《5.40) [S— Č, =S] +o) — AS), Vr 


即 

(5.41) — (S — Õ) € OHS) 
引入 在 9 KANARA 

(5.42) Pa) 一 supt io, rl — elr} 

并 令 

(5.43) R=—S+6G 


那么 (5.41) 等 价 于 Re CS), 这 又 等 价 于 S EHR BI 
LS ,e — R] + vor) — ER) > 0. 


于 是 
[R',r— RI—[G,r— R) + o*a) — pR) >00 
最 后 有 
(5.44} [R',r —R]+gt{r) — CR) (G',T —R) 
有 初 条 件 
(5.45) R0) = G(0)— 0 
问题 (5.44) (5.45) 有 唯一 解 ,满足 
{5.46) R, R'e L”(0, T; y) 0 
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6 Hencky 定律 。 弹 -塑性 扭转 问题 


61 只 性 定律 
这 个 定律 涉及 应 力 -应 变 的 关系 


Ce) m Aiad 十 À 


{6.1) Po<。 
Alpy — 07) S0, Yp, Fe) KO 


此 定律 是 Hencky LE] AARRE A TE ASE SE AU AR RUES 
态 问 题 而 引进 的 。 0 

实际 上 ,此 定律 可 以 得 到 与 Prandq-Reuss 定律 相同 的 解 。 特 
别 ， 在 柱 形 村 的 扭转 问题 中 会 遇 到 这 种 铺 形 。 ( 见 H. Brezis[21 
和 H. Lanchon E11, [2], [41). 


62 桂 解 决 的 问题 


我 们 求 2 内 的 位 移 场 {#1Cx)1 和 应 力 场 (oi;tx)} 使 
(6.2) Tii tfid, 0% 
(6.3) oani Fi, Te 上 
(6.4) “= Ui Ty 上 ， 
记号 和 几何 意义 与 本 章 前 几 节 同 ， 给 定 的 所 ,Fis Ui 只 是 * 
的 函数 . 


6.3 ”关于 应 力 的 变 分 提 法 


仿 第 2 节 , SLA Hilbert SI", 闭 凸 集 天 C 如 ?和 人 允许 位 
移 集 
(65) Wea {olo = {vi}, ve H(Q), v; =U uE} 
为 Bx ww 是非 空 集 , 这 暗中 假定 了 
(6.6) Ui 是 HP) 的 一 个 元 素 在 ra 上 的 限制 . 

还 设 
C6.7) fi€ L(Q), Fie Le) 


-280 ， 


我 们 定义 
(6.8) M = {plpe BE, pis t f= 0, OW, pan 一 Fr, E} 
如 前 , 令 


(69) (ps D) {Appadr 


RAR SO 上 的 经 典范 数 等 价 的 一 个 范 数 . 
车 Le, aa) 是 问题 (6.1) 一 (6.4) 的 解 , 则 应 力 场 Los} 使 泛 函 


x tp, p) 一 f UiquriaT 
REKOM (假定 非 空 ) 上 的 最 小 值 . 
证 明 。 逐 点 特性 定律 (6.1) 等 价 于 
leyla) en À nas + Ai 


(6.10) reK 
opi oajdz <0, YEK 


由 此 直接 导出 
f saos 一 or)dzx & [4 iaaa PH — TH) dx Vp EK 

由 分 部 积分 得 

GID to, pe) > |, VAP ar, vee KAM 

这 等 价 于 (ou) AE 

(612) = arts p) — |, Unar 


EKNM 上 的 最 小 值 
由 此 立 得 

定理 6.1 KOM æ 2 , 则 存在 唯一 的 使 Me) 在 上 取 
KAM 上 的 最 小 值 ，0 


6.4 位移 场 的 研究 
现 据 出 问题 ,“ 是 否 存在 跟 0 相应 的 x?” 这 一 问题 村 用 一 对 偶 
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方法 来 解决 。 

关于 对 侦 的 回顾 (Moreau [11, Rockafellar [1],R. Témem 
[1], [21), 设 多 和 Y 是 两 个 自 反 或 不 自 反 的 Banach 空间 而 L E 
LX, Y) 

正和 G 分 别 是 定义 在 X MY 上 的 函数 ， 在 ] 一 co ， 十 co ] 中 取 
全 , 且 是 凸 的 `. 下 半 连 续 和 固有 的 ( 即 不 恒 等 于 十 co )， 

设 F* 和 G* 是 FF 和 G 分 别 定义 在 X* 和 Y* 上 的 共 斩 凸 函 
数 ,其 中 


Fx) = supt(r, r*) — F(x)Y 
sex 

这 里 (*。x*) BR X M X 闻 的 对 偶 CF = F). 

RE L" E LAURENAN, RAA 

L*es(Y*; X*) 

在 假设 Iré X HE 

1) Fxo) < oo 

2) GÆ Lo APRES 
之 下 ,我 们 有 ,存在 只 使 
(6.13) JREEE CE 十 G 一人] 一 EL 人 十 G (一 好 ?7 
且 
(6.14) ipf LFI”) + GHA—y*)] + nfl F(x) + G(Lx}]=0 

"es xer 
若 还 存在 Inf[F (x) + GCLx)] 的 解 ro AI 


(6.15) F(x) + FYCE*yS) m (L*Y8 20) 
且 
(6.16) GE) + GayE) = (yë, Las) D 

SF 

一 了 一 (PCO)) 一 各 
L 一 恒 等 映 射 
定义 
L 

(6.17) FC) 一 一 IE 长 Lars) — (est)} 
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=p [oD ~ CU) 


对 六 中 给 定 的 < 设 ”是 
[ er Cr, T — te) — (e,t — 1T.) > 0, Vrek:; Tek 
的 解 ,易于 验证 
(6.19) 映射 or Lipschitz 连续 的 , 且 


lp() — À L (rs Te) + Ce, Te), EX LER 


{6.20} 
lemme man sata ts) 
$ 
(620 e = ne D — |, FdT, em auto), 06 du 


Ho, Hett 

着 To MEPE eiea}, v EB a DREE IAD 
æ. 

ERLE saloa) 在 LO) MURS, Æ Pres M 54 
Ge, — no) EŒ ECO) CS, Æ Fu 上 oo 一 和 一 0,， FR, — 0, 
TE OP hA E (CO) 中 ,vo > v,i Balea) > ea). 

HETE, CREF LRE ANE, E (6.20), ER 
偶 的 条 件 已 经 具备 . 

于 是 考虑 问题 
(622) ELECE) + GCI 


Fi 
(622) If [sup Lete),e) — À rie e) 
vaasalrer 2 


一 (用 一 fa vrar] 


我 们 不 知道 这 个 问题 一 般 是 否 有 解 , 得 不 按 一 般 理论 ,我 们 来 
直接 证 明 
定理 6.2 (6.22) 的 对 偶 问 题 是 关于 应 力 的 原 给 问题. 
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证 明 。 根据 (6.14 和 ,只 需 证 明 
D FAO = hr Cr, T) H delr) sbr FE K ORREN, i 


于 定义 为 二 er (TsT) + Der) 的 共 二 函数 , 故 这 是 显然 的 


i) Gx(z) 一 人 Unand + pult} 
v 
CT (6.22) 的 对 偶 问题 就 是 
BiP”) + GA] 


mm |E trr) 一 | Era } ) 
rernm L2 ro 


我 们 来 计算 G*(z): 
Gr) ~ sup [Cr eo) + Ge) + |, Far] 
EA r 
— AP, [f eate + fwd f, nrar) 


Te 
ERRA 十 co , 除非 


(6.23) tai tfm 

这 时 

COLLE fa (ran + Foot + fa cum] 一 +oo 
除非 

(6.24) — varie Fi (Tr E) 

BETE 


GC) 一 f tinUdT + pul—r) 0 
Tu 


定理 6.3 AEB (6.22) 有 一 解 x* Ho 是 原始 问题 的 解 ( 定 
理 6.1), 则 * 和 oa 满足 (6.1) 一 (6.4)。 
WH, 事实 上 , RIA, 在 Tu 上 w 一 U,ot KAM, TÈ 
(6.2),(6.3),(6.4) 满 足 ， 由 (6.15) 得 
F(elu)) + F*Co) = (e, elw)) 
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而 由 定理 6.2 的 证 明 OA, F”) 一 $ .or (os a), ik 
5 u la, a) 一 《ay elu)) = —F(s(#)} 


ALCO] 


Him 
$ lo,ao) — (ou) < 十 a (t,t) — (tu), t), 


YrEK 


A 


SiT 


a (o, t — €) — (elu), 1T — 0) > 0, Vrek 
由 此 得 (6.1), 
65 满足 Von Mises 准则 的 各 向 同性 材料 


设 多 由 (2.11) 给 定 而 系数 Ain 对 应 于 第 三 章 满足 (2.14} 
的 弹 竹 定律 。 计 算 alo, r) 得 


1 1 
o, t) = ra L xd sTide + 2 L ohride 


《用 K 表示 体积 压缩 模 量 ,以免 与 凸 集 玉 混淆)。 


而 
Rr 一 RTRs BiTi 一 Tj 
# 
1 1 
CE ra L craTiidr + In L oprhax 
于 是 


1 
sup [ecse -7 102) 
= sup L The Ce) + + ruat) 
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-= ir aD — gi Pep | de 


iK, 
容易 得 到 
> 1 
Sapf (2,7) — À ete, »]| 
一 í L Ks(Dive}+8(80(0))] dx 
olz 
其 中 名 给 定 为 


jge8， 当 se8 < A8 Ri 
DE fe (aege)? — Jan), $ efs > ba 内 
于 是 问题 (6.22》 成 为 


(625) If ih [+ KDiv v} + CO 


— Ge) rar} 
y 

BRERMÉNERE (C0)》 上 在 无 穷 远 未 必 取 无 穷 大 
值 ;反之 在 OO) 上 是 如 此 , 至少 在 下 列 重 要 情形 是 这 样 

D fem F, = 0《 在 柱 形 杆 的 弹 塑 性 握 转 问题 中 各 到 这 种 情 
形 ， 见 下 面 的 6.6). 

i》 F; = 0 B f = 09) Be, 4 € HO), HR (1,0) 一 一 (4， 
Die v) WB Di vlo > +00, 2 Kof Dire dr —elDive lie 


> +0, 
年 》 存 在 EKAM 使 
Ci = sup È obiob; < R 
2 
RE ER 
1y WCO) = {plp:0p/ôrs...,6p/ôxs € LCO)}. 
TESSAAA, ARANEA Je + grad dr, 


CEWOO) 小 在 无 穷 远 取 值 为 无 穷 . 
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Use) 十 人 Favà = { ones(o ddr — fp, TdT 
而 

f, masylo)dr 一 $ f os Div vdx + L osBKe)ax 
其 中 最 后 一 项 满足 

[furre | < eene creme 

于 是 可 以 在 空间 ((L(9)) 和 中 定义 (6.25) 的 “十 分 EE #9 
解 ， 为 此 , 在 ("0)) 上 而 不 是 在 (H'(Q)) EE (6.25) 中 
的 泛 函 ;注意 到 CCL~(0))', 对 偶 问 题 仍 是 类 于 应 力 的 问题 


(628) nf [EF rn) 一 人 Urar], re KN M 
v 


+ 


由 于 当 lolo — +00 时 
i [+ KADiv o} + oerte) ar Go 人 F wdT > +00 


《在 AOF 上 的 类 似 事 实 不 真 )》 故 根据 R Temam [21 得 到 
(6.26) 的 对 偶 问 是 在 CLAY HA, HE, 根据 (6.16), 
Hencky 特性 定律 在 (L°(0)) 和 ECCO) 之 间 的 对 个 意义 下 是 
满足 的 . 
66 REFOM (图 19) (I Annin [1], Lanchon [1] 一 [4], 

Ting (1121) ` 

这 里 ROER 9 ED E 24 m OA mh (# 为 给 定 的 正 
长 度 ) 的 平面 部 分 r 和 T 和 侧面 ROBIN AE. PA 7 
表示 00 的 单位 外 法 线 。 我 们 加 上 在 6.2 中 考虑 过 的 边 条 和 件 ， 确 
切 说 来 是 


(6.27) 


ÆOMf,—=0 

RE n: bon =0(—1,2,3) 
(6.28) Œ To AI T, E o = 0 

(6.29) 在 To 和 T, E i = Genres 

《换言之 
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de 
区 


m19 
nn 


Tm —chx,, t 一 hr) 

AN o p. 

还 要 假定 材料 是 各 向 间 福 的 ,以 使 弹性 系数 Aie 是 前 面 65 
使 用 过 的 ,而 塑性 准则 是 Von Mises (2.11) 的 。 

在 这 些 条 件 之 下 
(6.30) M = (r|rée H, ÆW Tay = 0, ET, Etm = 0, Æ 

TMT Lbr= 0) 
根据 6-3, EJ RETZE 


(6.31) 4 CE, T) — ah f, (xiara 一 rt)aT 


Xe 


取 并 作 K 上 的 最 小 值 . 
{os} 是 应 力 场 解 。 晶 . Lanchon [4] 证 明了 
e 一 0, 除 co 和 om 外 
一 Hislar Xa)s On Palris Ka) 
在 这 些 条 忻 下 平衡 方程 oi = 0 简化 为 
(6.33) us 十 va 一 


(6.32) 
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即 存在 ?6 m Oui, 22) 使 


《6.34) oo m 860/8+, dp = — 66 (Bx; 
Fa 上 的 方程 vcam 一 "简化 为 
db1a = 0 


其 中 * 是 Do 上 的 一 个 曲线 坐标 ， 故 在 和 的 关于 R 的 边界 上 9 一 
常数 ， 由 于 《6.34) 确定 8 到 一 常数 , 又 因为 race LO), ik 
8 E HAT). 
条 件 ou} € K 通过 6 可 表 为 
(6.35) 8E€Kim {viv EHT), |grad o| < 8 p. p Fr 上) 
通过 (6.34) 与 {ow} 相 联 系 的 场 使 类 似 (5.31) AR 


二 人 [grad older, + pa 人 (maz1Br + 2100) Oxs)ridxs 
， a 


CG: HEURE) 
EK, 上 取 最 小 值 , 变 换 第 二 个 积分 ,这 个 泛 函 是 


(6.36) 1 f 1grad vf'dxidrs 一 2ra | védx, 
2 Jr Ta 


车 令 
(6.37) at6,v)— f grad Ogradvdzıdr, 


(6.38) 1= 2a, (fao) = |, foanaa 
RATÉ RE (630 HN Lou) BREDD 0 EE 
(6.39) 4 alr, v) — (1,v) 


EK, HR. 
或 

H 6 RER 
OEK, 


(640 lE, r= >G, v —0), WER, 


D EPEE ERRER ITE A H. Lanchon 12]. 
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BR, DLE SAR HER ANSE BC TOURS RER 
力 场 唯 一 解 生 满足 Henky 型 特性 定律 . B 

注 &1 可 设 担 转角 0 是 :的 连续 函数 ， 用 这 里 叙述 的 方法 
对 每 一 + 信 可 得 一 解 Os. D 

BE oU) 连续 可 微 ,a(0) 一 0, 并 取 Prandtl Reuss 定律 为 特 
性 定律 ,我 们 研究 同一 扭转 向 题 。 求 出 通过 (6.34) 与 应 力 解 的 场 
想 联系 的 6(z) 满足 


TOLEA 
(641) Lace -AD > au 人 | Ce — Edera 
Me eK, 060) = 0 
并 且 H. Brézis 斯 言 , 若 aC) 是 非 碱 函数 , 则 
(6.42) COL 0 
注 6.2 ER (6.42) 推广 到 6.2 的 一 般 问 题 尚未 解决 。 
注 6.3 知道 了 应 力 场 的 解 
(6.43) Où = 00/ Ôx, on = —06/8x, 
则 应 寻求 相 联 系 的 位 移 场 # 一 《ws tas H3) 为 
PARTS 
(6.44) 2 T Gars 
a = apla, £2) 
应 变 张 量 是 
leu(n) 一 Snl) 一 Sala) = 0 
Eglu) = 0, eut) = al—x + Og/ Onl 
enlu) = elx, + Bp/ Ox,] 
设 材料 是 各 向 同性 的 , # 表示 Lame 常数 ,我 们 有 


alu) 一 上 au 十 如 
Zy 


(6.45) 


(646) 1 
slu) 一 Zp” + ån 
其 中 
(6.47) Ma(ru 一 da) + Ars — Ts) S 0, 
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Yr Tas Th + th S8 
我 们 时 指 出 确定 « 的 两 个 可 能 的 方法 ， 共 中 第 一 个 身 前 还 没 
彻底 解决 . 
1) HIR Ki 由 (6.35) 定义 ,Xx, 是 其 指示 函数 ,上 述 特 性 定律 
还 可 写 为 
{6.48) (G + Xx (o) + (G + Xr) "(elu)) = (ase) 
其 中 我 们 令 


(6.49) Gta) = À |, Coh + aandm 
apr 
由 此 得 位 移 场 的 解 * ER 
(6.50) CG + Xe 


取 最 小 值 , 其 中 位 移 场 各 取 形 式 (6.44). 
计算 泛 函 (6.50) 得 显 式 


(G + Xa VERD ~ {olensen)dndn 


其 中 


nel, 3 [ei < g/2e Rt 
(65D) Gore nan, lel > 8/2z 时 
这 里 令 
|e] = (eb + 82) 
Bo = ef—x; + 09/62] 
f = glz, + 84/3] 
RHA e 表 为 一 变 分 问题 的 解 ,但 并 不 知 它 是 否 有 解 , 这 
是 因为 要 求 其 最 小 值 的 泛 防 在 属于 HO) AU dCi, z) 的 集 
合 上 不 是 强制 的 . 
2) 再 到 特性 定律 (6.47), 把 它 写 成 (H. Brézis [3]) 


x, + bjx, =  66/8x, + 400/ Bx, 
pa 


1 
652) [ta 二 ab1am ~ Spn 00j 8x — 488) Ox 
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| 当 iegrad 0] <8 时 1 一 0 
| 当 1grad 0] 一 g 时 4 之 0 
函数 上 的 存在 性 蕴涵 4/0xr.0x, 一 Dp) IrDa, 由 此 


1 a aa ð 88 
—2= La0+ 2 (a 2 + 2 (18) 
na 8x Êxz ar x 


或 


(6.53) 61 89 + 81 69 + Map 2 一 二 A8 


Br, Ör, Ər, Br pe 


在 弹性 区 域 (|grad 9| < g) 有 4 一 0《 基 为 这 时 右 端 为 零 , 故 
4 一 0 是 解 ) 在 塑性 区 域 (lgrad61 = g) 0, r) Igdir}, 
6T。), 故 方程 (56.53) 变 成 关于 670 的 点 的 法 向 的 一 个 微分 方程 
(6.54) —£04/0n + 146 = —2— Aapje 

考虑 到 在 弹性 区 域 1 一 0。 可 用 显 式 计算 (x mn), 在 塑性 
区 域 的 条 件 (x, zxa) 之 0 可 由 在 该 区 域 的 条 件 A8 十 2pu 关 0 
导出 ,于 是 在 扭转 的 特殊 情形 找到 与 应 力 场 的 解 相 联系 的 位 移 场 . 


7. 闭锁 材料 (Locking material) 


TL 特性 定律 


“闭锁 材料 ”的 类 型 由 W. Prager [3] 引进 , 他 以 图 未 法 给 出 了 
英 特 乌 定 律 。 直观 的 说 , 这 种 材料 在 形变 未 达 某 一 界限 时 具有 线 
性 弹性 特性 。 当 这 一 界限 达到 时 ， 应 力 可 以 增加 但 不 再 引起 更 大 
的 形变 。 

我 们 可 更 确切 地 叙述 这 一 定律 : 设 fsi) 是 应 变 张 量 £ 的 连 
续 凸 函数 ,1(0) < 0。 可 能 应 变 的 区 域 定义 为 


G.D LORII 
.而 特性 定律 为 
OD Fia ee Gas es) E pe 
Balen — Ealu)) S 0, We m {ej}, KASO 


这 定律 在 实际 上 只 适用 于 某 些 静态 或 拟 静 态 情况 ， 


e 202 


如 常 ,弹性 系数 aus 满足 


7.3 ika ld bail 
3) pere Docriens 4 是 >>0 的 常数 0 
界限 定律 的 他 


用 cr 了 一 1,2, 3 RARE {cw} 的 固有 值 , 。 是 一 个 给 定 的 

正 数 ,定义 
Ke) 一 — (infe; + a} 
ds 

即 有 fe) <SOMANMe > —0, ViI=1,2,3, 

我 们 来 验证 
(74) EIl) € 0H e E RS 的 集合 是 凸 的 

事实 上 , 设 = 是 单位 向 量 , MERDE, 一 eam 的 向 量 ， 
令 En) 一 canm, Pa, E eu) 的 主轴 中 易于 验证 ,所 <c) 和 0 等 


份 于 


InfE(s) > 一 2 


CET 


F Ela) 关于 es} 是 线性 的 故 得 所 和 欲 证 。 昌 

仿 完全 塑性 的 情形 , 这 一 特性 定律 可 以 写成 积分 形式 。 引入 
Hilbert 空间 已 
H m {ele = {es}, cu € LAO), en = cu} 


由 


WAKER 

(75) Ces H) = |, pbads 

HR ORR R 由 材料 占据 的 具有 规则 边界 了 的 有 界 开 集 。 
RRRRE EUR, ELH 

(7.6) K= {eje EH, e) <0 pp. FT 2} 
条 件 〈7.2) 等 价 于 

js aiseus(#) + Bi 

OD omen este < 0, Vek 

且 

(7.8) elu) EK, p€ L(Q) 
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GRRE, (72) 推出 (77), 而 用 212 中 的 论证 可 证 明和 由 
(7.7) 和 (7.8) HE (7.2). Ù 


72 待考 虑 的 问题 


按照 W. Prager 的 工作 ,我 们 要 研究 在 上 述 特 性 定律 下 的 特 
体形 变 的 稳定 问题 ,该 物体 承受 分 量 为 卢 的 力 的 体 密度 了 和 T 上 
分 量 为 FARMER FU), ÆTo 上 还 有 分 量 为 U(x) 的 位 
BUG), RE ro 和 Tp 组 成 了 的 一 个 分 解 . 

位 移 场 6 me {us} 和 应 力 场 o 一 {os} 的 解 应 满足 

kif 一 0 各 内 
《7.9) an = Fas Te 上 
se Ua To 上 

FREE ER (7.7), (7.8), 0 


73 HEHEHE 
RER OD ETS R 
(7.10) L Pig)dr ma sp, Pieiigr = ER} 
其 中 px ERR KCH MST, ii DER Gr ARIA St CR 
63 HAE NX). 
定理 7.1 特性 定律 (7.7)，(7-8) 等 价 于 
(711) (8 + Prd(e(e)) 十 (8 + Pa)" (0) = {e,0) 
其 中 
(7.12) glie) = 二 f, Birkent rhE 
d RDE KCH ARREN. DE RRRA. 
证 肯 
i) (27), (78) 一 《7.11)。 我 们 来 计算 (7.11) 的 左 端 ， 对 
e(x)ek, 


i 工 
ete) + sup LC taoa =y ancre )és 
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t 1 ) 
一 su CO 一 二 aks ER 十 一 djiga Ean dx 
ur LC Oa 2 RES ET 2 ARABE RS 


= sup | [cm 一 土 ares 一 Ener — 8x) 
eer Je 2 


H Gas l Ega — ers) Je < sup, f, Lenstos 
ea) + ANBHEM]GE 一 sup f leiti 


十 wsBaEMJGL m |, eneu 十 agait) de = Co, 8) 

于 是 
《7.13) (8 + prle) + (2 + pr) *{o) € (o, e) 
ERIRE 
(7.14) (g + be) + (8 + br)*Co) > (a, e) 
即 可 推出 (7.11). 

ä) (7.11) = (7.7), (7.8). 

等 式 (7.11) 蕴 合 elw)e K, 于 是 有 


1 
g(e) + sup f ( Cata 一 二 aanerer jèr = (8, €) 
zek Jo 2 


重新 组 合 得 
(7.15) (e,o)= sup { [mw 一 二 asiels — cu) Ces 
— ern) — Gates 一 su)]és 

由 《7.7) SLA aW (715) 可 写 为 

(7.16) sup L [ CB — + anus 一 Ei) Cera — Ex) je 
一 人 Sipidx 

设 。 是 KK 的 任 一 元 ,根据 (7.16) 

OAD fy [ls mee E anses —euCen — sudd < 0 
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对 于 由 
(718) mue + (1—a)e, a€ ]0, 11 
定义 的 em 应 用 (7.17), 除 以 = 即 得 
O19) f, Cen endr —a | ace 一 ssz<o 


&eBTEMSrER (77) [D 
推论 ， 变 分 提 法 . 设 * 和 是 五 的 任意 两 个 元 素 , 则 有 
GE + alle) + GG + BG) Ce, Tr) 
BURN FRERE Le, ox} IS 
(7.20) Ce + balle) + (E+ dE) ler) 
取 最 小 值 ,这 里 应 力 场 + SE LAS, RD 


TEH 
(7.21) fa +i=0, 0% 
ati = Fi, Te 上 
而 应 变 场 。 是 运动 学 上 人 允许 的 , 即 
e = elr), 
(7.22) t- {vi}, #:€ H'(Q} 
=U; Tut) 
于 是 我 们 有 


28) Cee) | ts + |, Peer 十 人 swrrsmar 
a rp Ty 


而 求 由 《7.20) 定义 的 汉 函 的 最 小 值 问 题 等 价 于 分 别 求 在 运动 学 
RFHÉRALRES 


(724) Le) = (8 + bee 一 f tear 一 们 eear 
的 最 小 值 和 在 静 力 学 允许 场 的 集合 上 求 泛 函 

BO ~ + O — {iuimiar 
的 最 小 值 


D RSA BLUE fi ELO), Fa € HV (Tr}s t € HCE) O MALY 
中 一 个 元 素 在 To 上 的 限制 )- 
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7-4 ”位 移 场 解 的 存在 性 和 唯一 性 


(7.24) 中 定义 的 泛 函 1.(v) 在 运动 学 允许 场 的 集合 上 严格 eu 
且 下 举 连 续 ,只 要 Mory > 0。 我 们 正 是 这 样 假定 。 并 且 当 “在 
CHC9)) 中 的 范 数 趋 于 十 0 时 这 个 泛 函 趋 于 十 0。 

(在 To = 3 时 ,必须 1 和 FF 的 集合 组 成 一 等 价 于 零 的 转 窍 . 
这 时 ,还 函 Lio) 定义 在 商 空 间 H/R k, AE R htk 
ER. HERBE, ZE nO) 具有 上 述 性 质 ,在 第 三 章 第 3 
节 如 此 考 邦 过 ,) 击 此 推出 

定理 7-2 若 Tw 有 正 测度 , 划 存 在 唯一 的 运动 学 允许 位 移 场 ， 
CEZA LO) REME. 

若 Po ESR, BEADJA R- ASAT EA E, 则 存在 
CHOCO), RESTE, CEZA O pE, 
这 个 元 素 在 允许 相差 一 刚体 位 移 的 意义 下 是 唯一 的 。 


7.5 ”相关 的 应 为 场 


利用 第 6 节 中 的 对 慢性 结果 ,有 

定理 7.3 车 存在 应 力 场 4。 它 在 由 (7.21) 定义 的 静 力 学 倪 
HAFEZ L) 取 最 小 值 , 则 o 和 s(x) 满足 特性 定律 (7.11). 

注 7.11 BRITA, MI o 的 存在 问题 尚未 解决 。 这 里 
的 情况 类 似 于 第 6 节 , 只 是 交换 了 应 力 和 应 变 的 地 位 。 昌 


8 评 述 


有 关 塑 性 的 经 典 著 作 可 参考 W. L Koiter [1], J. Mandel 
(11, [2], W. Prager [1],[2], W. Prager 和 P. G. Hodge |1} 
和 这 些 著 作 的 文献 。 

在 我 们 的 叙述 中 ， 各 种 塑性 特性 定律 一 一 除去 没有 涉及 到 的 
带 强 化 的 塑性 一 一 都 看 作 弹 - 粘 - 塑 性 的 特殊 情形 和 极限 鲍 形 ， 

本 章 涉 及 的 是 小 变形 问题 ， 空 间 变 盟 是 Lagrange Ai, 在 
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PARAKH, CINÉ Euler 变量 . 《对 这 两 类 变量 
的 介绍 ,可 参见 P. Germain [1] 第 三 章 .) 

在 3,4 两 节 , 结果 是 在 凸 尝 玉 不 依赖 于 时 间 的 候 设 之 下 获得 
的 。 这 条 性 在 一 些 重要 的 特殊 情形 例如 柱 形 杆 的 扭转 情形 成 立 
(H. Lanchon [1]}—L4], W. Ting [1], [2], B.D. Annin 11]), 
A RATRE SE SR EN, 但 这 个 问题 尚未 解决 .本 章 
包含 其 它 未 解决 的 重要 问题 ， 例 如 第 6 节 求 位 移 场 的 解 或 第 7 节 
求 应 力 场 的 解 的 问题 。 [0 

我 们 没有 涉及 带 大 应 变 的 塑性 问题 ) 对 于 相应 方程 的 建立 可 
参考 M. M. Balaban, A. E. Green, P. M. Naghdi [1]. 
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AR Bingham 刚性 粘 -塑性 流体 
本 章 和 假定 读 者 热 悉 第 一 章 ! 至 3 节 的 内 容 。 


1. 引言 和 待考 虑 的 问题 


刚性 烙 - 塑 性 流体 是 一 种 连 缕 介 质 , 它 服从 第 一 章 第 1 节 折 述 
的 一 般 守恒 定律 和 特殊 的 特性 定律 - 
我 们 枫 确 定 对 应 的 方程 组 和 所 研究 的 问题 类 型 


1.1 刚性 粘 - 塑 性 流体 的 特性 定律 ,不 可 压缩 畦 
.物理 上 的 不 可 压缩 性 假设 可 表 为 
Qu) | Dive 一 0 
这 里 + 是 速度 向 量 场 。 利 用 质量 守 乌 方程 (第 一 章 1.3) 可 推出 
d; a, a 
(1.2) TR tan 0 
因此 ,一 流体 质点 的 密度 在 流动 过 程 中 保持 为 常量 3 于 蚌 若 假定 在 
一 特定 时 刻 该 密度 不 依赖 空间 变量 。 则 它 在 每 一 时 刻 都 如 此 。 在 
这 些 条 件 之 下 ,我 们 有 
{3} P 一 常数 二 p 
以 后 总 设 m 一 1, 这 相当 于 适当 选取 密度 单位 ， 
P 的 辐 定 决定 了 问题 的 一 个 未 知 函数 。 并 且 它 分 开 了 能 是 方 
程 和 动量 守恒 方程 ,只 要 表达 应 力 张 量 的 特性 定律 不 水 及 温度 ;这 
里 我 们 就 这 样 假定 ， 本章 不 讨论 热 现 象 (温度 场 , 热 流 ), 而 仅 研究 
流动 性 质 (速度 和 应 力 场 ) 
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12 huis 


在 第 一 章 方程 《1.27) 中 aD ERARIS Z. HE 
验 结 果 引 入 的 这 函数 可 用 来 表达 材料 的 特性 定律 . 我 们 要 求 咏 只 
KATERE (P. Germain [2], W. Prager [1]), 
设 
(1.4) SaDa m (D) + BAD) 
其 中 ©, D 分 别 是 张 量 D 的 分 量 的 1 和 2 MERKAR. h 
此 得 


ELA 

5 Pi ape Du 
(1.5) | 02, 

= Du Dy 

对 于 任意 的 服从 约束 
(16) Duo (C11) 的 另 一 形式 ) 
的 分 量 Du (14) 应 成 立 。 应 力 张 量 的 分 量 o 为 
(1.7) oa —Pô + OF/6D; + 4 D:/9Da 


其 中 是 一 不 依赖 于 Du 的 数 。 若 假设 流体 各 向 同性 。 则 数 
量 2, 和 2: 只 是 张 量 忆 的 不 变量 的 函数 ， 
涛 材料 的 函数 Z, 和 ©. 由 


(1.8) Dı = 28 Da), D: = 4pDy 
给 定 , 则 称 之 为 Bingham 流体 《WW. Prager [1]), 其 中 Du 
(1.9) Du— 4 DD 


是 张 是 卫 的 不 变量 。 Eee SUR Bingham 流体 的 屈服 极 
限 和 粘性 系数 。 

特性 定律 为 
410} on = PS; + DD) + 24 


1) Du 在 第 一 章 由 (1.23) 定 义 。 
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此 式 仅 当 Dr 天 0 时 才 有 意义 。 

若 Pu ~ 0, 则 应 力 张 量 不 确定 。 在 《1.10) 中 , 数 最 一 p 表示 
应 力 张 量 的 球面 部 分 9; 可 以 把 8 理解 为 压强 ，0 

为 逆转 关系 《1.10), 令 
an) on = È oBDR 


其 中 og RANDERS. 5 (1.10) 一 起 我 们 有 
(1.12) ou = (g + 26D 许 六 
BE où > g, 这 时 ,(1.10) 逆转 为 
(113) Da = LG fo) 
28 


BA Du 一 0 的 情形 ,这 时 应 力 不 确 定 , 但 oP 所 8, 因 否则 ,C1.13) 
给 出 的 张 量 D 适合 Dn > 0, 
总 之 ,Bingham 流体 的 特性 定律 是 
Lg D;=0 


ao A> s e Da = È O — ele) 0 


注 11 # (1.10) 中 的 8 一 0, 就 又 得 到 经 典 不 可 压缩 粘性 
流体 的 特性 定律 (Newton 流体 )。 于 是 对 小 的 g， 可 把 Bingham 
流体 视 为 与 经 典 粘 性 访 体 相近 的 模型 *。 由 (1.14) 显 见 ，Bingham 
流体 的 补充 的 特点 是 : 当 应 力 的 某 一 函数 一 一 这 里 是 of, 没有 
达到 某 一 界限 z 时 , 它 如 刚体 一 样 移 动 。 0 

这 种 特性 体现 在 石油 开采 和 混凝土 技术 中 的 某 些 原油 和 水 泥 
AF e 严格 正则 在 流动 内 部 出 现 刚 福 区 域 . 
ein, MER KEH g 充分 大 时 可 能 完全 培 
塞 旋 动 。 
CTD BENAS Ta ZIKR IEN — IRTE A AOIRA SR 
Tu =n + Ts Ih s md Tans TDas S0, 
2) 在 第 5 节 明确 这 一 点 。 


中 
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注 1.2 车 在 (1.10) 中 令 4 一 0,(1.14) 不 再 成 立 ; 确 著 地 说 、 
CL) 中 的 第 一 个 成 立 ,而 第 二 个 是 
où ~ gDat DI 


的 逆转 , 它 表 孙 去 oo 一 e's 于 是 张 重 Da 与 张 量 of 成 比例 ; 故 
Ci4) 应 代 以 


on << Dy m 0 
lou = g => 31 > 0 使 Dy 一 10h 

遵从 这 类 特性 定律 的 材料 称 为 “刚性 完全 塑性 "的 ,或 " 带 Von 
Mises 塑性 势 * 的 。 我 们 看 到 , R° 中 表示 应 力 张 量 的 偏重 的 点 保持 
在 球 
(1.16) on 
的 内 部 或 边界 上 .。 若 该 点 在 内 部 , 则 材料 处 在 则 性 状态 ; 若 在 边 
界 上 , 则 材料 可 经 受 一 塑 往 形 变 ，0 


13 ”待考 虑 的 问题 和 方程 一 览 

我 们 将 考虑 三 种 类 型 的 问题 : ER 中 一 有 界 开 集 内 部 的 流 
动 ;在 R 的 一 有 界 开 集 外 部 的 流动 ， 其 在 无 穷 远 处 的 均匀 速度 是 
给 定 的 ;在 无 穷 长 柱 形 导管 内 部 的 展 状 流动 、 

D ARDE, OERE- ARIT HFR, RIREO 
内 部 的 Bingham 流体 的 流动 的 速度 场 Ca, *) MERD p(x,1). 

方程 和 边 条 件 如 下 ， 


(1.15) 


其 中 
(1.18) ve Ov] Be + viiv 
(1.19) vis = 0《 不 可 压缩 性 ) 
旋 是 给 定 力 的 体 密度 e.) 的 分 量 . 
应 力 张 量 的 分 量 nz 由 在 1.2 股 盖 明 的 Bingham 流体 的 特性 
定律 与 D; MER. 
优 经 典 粘性 流体 , 边 条 件 是 在 壁 上 的 附加 条 件 , 邵 
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(1.20) mor 
这 问题 可 分 为 稳定 和 非 稳定 两 种 情形 ; 第 一 种 情形 。 未 知 函 数 v 
和 ?不 依赖 于 时 间 , 在 第 二 种 情形 ,有 初 条 件 
(1.21) vy iaa = vor 
这 里 vo: 是 给 定 的 满足 (1.19) 和 (129) 的 r: BIRR. 

2) 外 部 上 问题 ， 这 是 Bingham 流体 在 一 固定 刚体 周围 的 流动 
问题 它 在 无 穷 远 处 的 速度 是 给 定 的 常量 . 

刚体 占据 R 的 一 边界 光滑 的 区 域 避 ”速度 场 和 压强 场 在 
R — 0 = 中 满足 方程 C1.17),《1.18), (1.19), (1.20), 还 要 附 
加 在 无 穷 远 的 条 性 
(1.22) lim vlz, t) = (U,, 0, 0) 


Er 


RE VU; 是 一 给 定 的 正常 数 ,还 要 附加 (1.21) 型 的 初 条 件 . 

3) 在 一 个 管 中 的 流动 ， 对 这 问题 ,Mosolov 和 Miasnikov [11 
用 与 此 略微 不 同 的 方法 研究 过 。 

这 里 涉及 的 是 Bingham 流体 在 压强 下 降 影 响 下 在 一 柱 形 管 
中 的 稳定 和 层 状 ?流动 .0 

管 的 母线 在 直角 坐标 系 Orre, 中 平行 于 Onh 《 见 图 20》 


HOoRR 中 该 柱 形 的 横 截面 的 区 域 . 所 研究 的 流动 界 于 截 


D 这 意味 速度 平行 于 证 的 弥 线 . 
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(1.23) s= 0 和 为 一 工 ( 工 为 给 定 的 长 度 ) 
之 间 , 在 这 两 个 截面 上 给 定 了 压强 
(1.24) Prs) lemo = 0, Pls) lr = —eL 


c 之 0 是 单位 长 上 的 压强 降落 。 晶 

若 求 速度 场 和 压强 场 满足 (1.17),(1.18), (1.19) 与 Biagham 
流体 的 特性 定律 ,给 加 条 件 
(125) 在 ðA xio, L] E s— 0 
和 《1.24), 则 我 们 得 到 一 般 说 是 不 适 定 的 疗 题 ? 

我 们 限定 允许 解 的 类 ,以 使 流动 是 尿 状 的 。 

这 福 质 在 实验 上 总 是 满足 的 ,只 要 压强 降落 “ce” 不 太 大 , 换 句 
话说 ,流动 的 Reynolds 数 ?不 太 大 - 

在 这 些 条 件 之 下 , 速度 场 是 (0, 0, v), 方程 (1.19) 要 求 " 只 
依赖 于 x, Ae DERRE D 写成 ; 


o o 1 ev /Bx 
2 


` 1 
(1.26) D 一 |o 0 y Ov (8x 
6018, Ov 18, 0 


应 力 的 偏 量 只 依赖 于 A 六 * 它 形 如 


Ò o à 
(14.27) otPl=I0 0 08 


a8 oœ 0 


于 是 运动 方程 (1.17) 给 出 


D 其 理由 可 从 以 下 要 研究 的 卫 定 问题 是 适 定 的 这 点 着 出 ,但 这 不 是 证 蝴 。 
D BR A = Uipjy 为 粘性 流体 流动 的 Reynolds 数 ,其 中 

U: 流动 的 特征 速 座 ， 

# 流动 的 特征 长 度 ， 

o: 族 休 的 质 是 密度 ， 

mi 流体 的 粘性 系数 ， 
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Bplar = 0 
(1.28) 6P/8z, 一 0 
8p16x 一 031 + oa (f — 0) 
在 (1.28) 的 第 三 个 方程 中 , 左 端 只 依赖 于 六， 而 右 端 只 依赖 
于 * 和 罗 。 于 是 两 端 全 等 于 单位 长 度 压强 降落 «ARS, 由 此 


(429) P = — cer 
AZ ER IEA ER © PR A 2 Cas 22) CRE 
(1.30) Ru + ha + e0 EO 


(31) og = DID + 2pDy, i= 1,2 RE Du # 0, 
《Dr = (Da) + (Da}) 
和 边 条 件 
(1.32) ÆT(=00)E v=0 D 
注 1.3 我 们 曾 在 《1.28) 中 令 f = 0, MR E BAL. 
着 解 存在 , 则 它 也 允许 解 稍 许 一 般 的 问题 ,这 就 特别 包括 了 重 
力 的 体 密度 的 情形 。 设 


(1.33) $ = —grad® 

(1.34) P = px) + prs 1) 
若 令 

(1.35) f=r+e 


XTREME (1.28), Erh p A p 这 就 要 求 
Pep tom Crt C 

这 里 C 和 C,; 是 常数 。 应 区 分 两 种 情形 : 

D e= 取 

blr) = — Cas + aL pL)— l0) — Lole) — p) 

APE (1.24) 可 以 满足 . 

i) bé 0; 条 件 《1.247 不 能 再 由 一 层 状 流动 所 满足 。 并且 
这 不 再 是 “自然 "的 条 件 ， 这 时 应 简单 地 要 求 
(1.36)  PCxi 232 0) = 0, Pat, 他 L) = 一 < 
其 中 


Cais x3) E Q, (x x EQ 
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取 

(137) PCs x29 23) = Cins + Ci — ples) — hr, x2) 

则 得 关于 的 解 ,其 中 常数 C 和 C: 如 下 给 定 

fc, = e p EE) (0) p Ari sr) = Prt, x) 
(1.38) | Ł L 


Ca = pC0) + Piri, x) 


2. 容器 内 部 的 流动 。 问 题 的 变 分 不 等 方程 
形式 的 提 法 
现在 要 形式 地 得 到 与 前 节 1.2 中 问题 “等 价 " 的 变 分 不 等 方 
程 ， 这 个 变 分 不 等 方程 ”一 一 取 作 问题 的 确切 提 法 一 一 随后 在 第 
3 一 6 节 人 研究 。 
21 蓝本 记号 


用 ula ,多 在 稳定 局 形 用 uC) 表示 问题 1 的 解 向 量 场 . 
对 任意 向 量 场 v, $ 


(2.1) Date) 一 à Da(e)Da(e) 

t22) Ce) 一 2 Due) d 
Be RH, 

Q3) alo, w) = 2 | Dite)Di(was 


与 速度 场 ” 伴随 的 加 速度 Y = 7 C0) 是 分 量 为 ri ee YAv) 的 向 量 
场 : 
(24) vie) = dof di = vf + vivii U 


22 变 分 不 等 方程 


我 们 要 证 明 
定理 21， 若 «一 (x, 是 问题 1 的 (正则 ) 解 , 则 
(2.5) Diva = 0, Yi€ J0 TI 
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(2.6) 在 了 FX]0:7[ 上 ”一 0 
(2.7) malul), v 一 al) + gile) 一 gile) 


> h Of — 7O — Ode 


Hh e RRE 
(2.8) - Divo = 0, Ær Er =0 
此 外 显然 还 有 初 条 件 (网 (1.21))。 
(2.9) #0) = t 
E 当然 ,对 稳定 情形 ,只 需 在 (2.7) 中 令 
“Duja = 0 0 

定理 2.1 的 证 明 ， 只 项 证 明 不 等 方程 (2.7) 成 立 . 

设 mw(x) 是 由 特 往 定律 (1-10) 与 速度 场 * 伴随 的 应 力 场 张 
ROSE. Ho 是 一 适合 (2.8) 的 “检验 ”速度 场 , 则 我 们 有 
(240) {on()Dalo — uyda = È = YX — ub))ar 
(其中 一 Ma )， 利 用 (1.10) RRRA 
GA g | Date) Ds (a) Dalo — #))dr + alus v — u) 

对 上 式 的 第 一 项 利用 不 等 式 
(2.12) DaDa) € Dala) Dyle)? 

得 知 , 它 不 超过 
2g |p Dulo)? — Data) )éx = gi(v) — gila) 
FECIOARE. D 

更 在 纯粹 形式 地 验证 ,若是 (2.5) (2.6), (2.7),(2.9) 的 解 ， 
则 “是 问题 1 的 解 。 

注 2.2 这 个 验证 只 是 形式 的 ,问题 ! 用 "常用 * 术 语 的 提 法 不 
是 十 分 精确 的 .0 

着 函数 v 一 u 是 (2.7) 的 一 个 解 , 使 泛 函 ”一 jv) 在 «可 
时 , 即 若 
(2.13) Dulu) #0, pp. 在 如 内 


| 
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则 《2.7) 等 价 于 
(2414) palu) 0) + (Fa), v) = (— Ts o) 
其 中 


(15) Gae) 一 4 jla + Ao) co 


= |, Pup) Dr) 
事实 上 ,在 (2.7) 以 za + do (1 >> 0) 代 > 即 得 
CORDES SECONDES iG) > > (0— r,r) 
& 1-0, M] 
palal) v) + gG Cu), e) BG — Te) 
由 此 人 以 一 ” 代 eB (2.14). 
但 (2.14) 等 价 于 对 任意 满足 Dive = 0 HT v = {vj} 有 


Q10) =| e E Davide — |, s (2 OaD) 


rdx = | (fi — Yi)vidx 
ME F = {Fi} 是 一 正 交 于 零散 度 向 量 的 向 量 : 


f Piv; = 0 
则 存在 >( 在 允许 相差 一 常数 的 意义 下 唯一 确定 7) 使 
(2.17) F ~ gradp (F: = Op /3x;) 


因此 16) 等 价 于 
(2.18) —24(Di); — De) Dalu) ) m fi Ti Pui 
这 就 回 到 了 (1.17), 其 中 où A (1.10), 

由 于 这 个 注解 , 现在 可 以 合理 地 ?把 变 分 不 等 方程 (2.7)( 连 
RH (25), (2.6), (2.7)) 的 求解 作为 问题 1° 的 定义 ， 


D k Gp) 一 人 Pies. 


D 我 们 强调 指出 下 列 事实 :这 一 问题 (在 我 们 所 知 的 范围 内 ) 没 有 其 它 精确 提 法 ， 
且 共 未 说 清楚 求解 的 证 函 空 间 ; 又 见 下 面 的 广 2.5, 
3) 这 将 由 存在 唯一 性 定理 (下 面 的 第 3 节 ) 验 证 这 点 :特别 是 在 二 约 铺 形 . 
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Æ23 ”正如 变 分 不 等 方程 问题 中 多 次 看 到 的 ,所 法 (2.7) 必 
然 "涉及 “ 自 申 边 界 ”"。 这 里 是 分 离 申 《2.18) NM AU 
流体 处 二 二 性 介质 状态 区 域 的 边界 . 

未 解决 的 问题 :关于 自由 边界 的 性 质 尚未 取得 任何 结果 。 


3. 刻画 一 个 容器 中 的 Bingham 流体 特征 的 变 分 
不 等 方程 的 求解 


31 泛 函 分 析 工 具 


设 有 一 容器 9; 0RR 中 的 一 有 界 开 举 。 其 边界 “充分 正 
AU”. 

在 第 一 章 第 REX TABLE M 5 > 0 的 空间 于 (8) 
和 相应 于 任意 实数 * 的 空间 HR). 

对 性 一 实数 : 20,EX 
(3.1) HO) 一 H(R*) 的 元 素 在 2 上 的 限制 。 更 精确 

地 说 , 设 有 从 HCR) — LO) AUCH inii MES 
fai 一! 在 9 上 的 限制 

定义 H'O) A HR) Epe FERH HO) 以 Hilbert 范 
数 4 


dolce + Elu 


当 s 为 整数 时 ， 这 定义 符合 通常 的 定义 ( 范 数 等 价 闻 。 以 (9， 
Paa 表 HO 中 的 内 积 。 


然后 引进 
(3.2) F m (pipe (PY, Divp = 0} 
(3.3) P, = 9 在 CH(Q)) 中 的 阔 包 
,对 于 范 数 


D 自 热 应 用 中 为 = 一 2 或 3 
2) AR Lioos-Magences [1] 58 1 42% 1 4. 
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(3.4) lol, 一 CC 
是 一 Hilber 空间 。 这 里 


(3.5) Hos w)), Cris wiir 

& 

(3.6) V= V, iel lei 

(3.7) Von, lolo lol, (C, w) = (v, w) 
3131 车 :一 #12, 则 

《3.8) VrEV,, m3 € L'(Q) 


证 明 ， 若 sz EV Woo EHTA), — At (G. Peetre [11)， 
# pela), Mec L'CO), 1/P = 112 一 rjr( 若 1/2 一 +/n 之 
0), 由 此 得 (3.8)。 0 

对 9 上 的 向 量 场 (w,v, w) 令 ( 在 有 意义 时 ) 


(3.9) bluso, w) = [y moi 
为 简化 , 记 


iplar = [placer 


对 (3-9) 用 Hölder 不 等 式 给 出 
16e S cllelercolilaso Dy Dsvilliecos 
(310) fa 
prz! 
由 引 理 3.1 推 


《3.11) VléGessse)| S callsliecolw 人 coltel s= #12 0 
ES RATÉ DER ER 


1) 内 播 理论 ( 见 Lions-Magenes [1]) 指出 
[A nuhe to 
Je Pectre 的 结果 ( 引 吾 3,1 REANA 
a, 1 了 L 
HAE), Let e 
由 此 即 得 (3.12). 
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lelro & elo Bienhoa ve e Ha) 
[Lt 2 
H P 2 28 

注 3.1 当 * 一 2 时 ,(3.12)》 的 初等 证 明 是 容易 的 ， 这 时 
PP 一 4 内需 对 ve (0) TEE (3.12), 2 0 FRET ” 为 0, 只 需 对 
2 € CR) UEFA (3.12). 而 

w(x) = 2 位 PCT dr < afi [Bo fx, |da, = 2o(x1) 
交换 指标 1 M 2, zx) S 20,21), 由 此 
| AC [Er vlea 
AE SA es arle 

由 此 得 (#12) Ch s = 2), D 

H (3.11) 和 (3.12) 得 
C3.13) (Ale, ps w)l< cila æl Vol lol s = 0/2 


(3-12) 


今后 取 定 
(EZES) s=nj]2 
3 n= 2 ig 
(3.15) Fev 
在 所 有 情形 《包括 V, = V 这 种 情形 ): 
{3.16) VocVcecHeV oV; 


这 里 上 《相应 地 。 V) 为 V GARE, V) 的 对 个 , TE SHIRA 
A. 
DL wi BV,- Vi ROSE A 的 特征 函数 , 即 
《3.17) Ces v)} = die, r), Vo V,, lui = 1 0 
us, z Er ,易于 验证 
(3.18) blu, vs w) t blu, wv)0 
于 是 用 (3.11) 所 得 的 连续 延 拓 ,类 似 的 关系 式 对 更 一 般 的 uo, w 
成 立 。 


D GAD 右 端 不 关于 PRAN 


3 


32 变 分 不 等 方程 的 泥 落 提 法 


著 在 《2.7) 中 把 r 一 r(e) DE (20 给 的 值 利用 关系 
(39)( 和 2 一 04/01) 则 得 
(3:19) (ws v — ar)) + malul), v — uke) ) 
ER CON OFE En O + giCo) 
— uU > GG), v — u) 
但 为 得 到 最 终 的 提 法 ,继续 做 形式 的 变换 ,由 (3.187 有 
UCO ONIO RATE CON GRIER CC OPEZT Ce) 
H: 
(3.20) CHC), v — uY) + alul), v — ae) 
— blu}, v, u) Y + giv) 一 gilu) 
2 (GG), vou 0 


BRUER ”分 为 两 种 情形 。 

第 -种 情形 : 维 数 ” 一 2 

以 下 证 明 - 

TII 设 "一 2, MAE fe PE 
(3.21) 1e LA(0, T; V°) 
(3.22) PEH 
则 存在 唯一 的 函数 " 满足 
(3.23) ue LO, T; F) 
(3.24) dufôr € L0, T; V’) 
对 任意 € V, u WE (3.19) (R (3.20), H 
(325) a(0)=# 


第 二 种 情形 ， 维 数 > 3. 

当 维 数 » > 3, 必须 【至 少 对 我 们 介绍 的 方 巷 ) 引进 比 (3.20) 
“ESA. 

为 简化 计 , 这 时 设 
(3.26) ud 

引进 集合 


*312+ 


(327) w = {oloe LA0, T; V,), v € LXO, T; H), v0) = 0} 
可 在 (3.20) P v 一 vll pp); 若 # (3.20) 的 解 , 则 可 验证 


C328) [rv u)r nalus ~ u) — blus vsu) 


+ gilo) — gilu) — (Fs o — uidi S0, Yew 
事实 上 ,注意 到 (3.20》(p 一 re), 我 们 有 
(vv a) + palu, v — u) — blu, o, u} + giw) 
— gila) — (fso — u) > (sm u,v u) 


由 此 (3.28) 的 左 端的 积分 等 于 或 大 于 4 IoT) 一 «(T)l?, R 


(3.28). 
因此 , 取 (3.28) 作为 问题 的 定义 。 下 面 将 证 明 
定理 3.2 对 任意 的 >， 设 给 定 往 足 (3.28] 的 办 则 存在 函数 


4， 满足 
(3.29) pe L0, T; VN L O, T; H), Sujôie L0, T; V2) 
u( 0) == 0 

fe (3.28). 0 

注 32 定理 3.2 中 解 的 唯一 竹 问 题 当 = > 3 ARR, 

注 33 车 n 一 2, 将 证 明 满足 (3.29) 的 解 的 唯一 性 且 * 是 定 
理 3.1 意义 下 的 解 ( 相 应 于 台 一 0). 0 

注 34 在 定理 3.2 的 结构 下 ,同样 可 处 理 QUE, 
组 这 有 其 他 技术 注 的 困难 ,我 们 要 避免 。 昌 

注 35 情形 “g 一 0” 对 应 于 Leray 的 工作 [1], [21, BIA 
来 Navier-Stokes 方程 的 弱 ( 或 渍 流 ) 解 的 经 典 提 法 ,至 少 对 ”一 2 
是 如 此 . U 

注 36 # nm 2, Men (3.23) A1 (3.24) 推出 ,在 修改 一 零 测 
集 上 的 值 后 ,+ — ul) M 0, T] 3HE, D 

现 由 定 于 3.2 开始 证 明 前 述 的 定理 。 


°313e. 


3.3 Æ 3.2 的 证 明 


TARIR. ARZE i: W 

G30 i= f, (Dalos, s > 0 
则 有 - 

C331) GG), 0) = [Dates Dalo da 


自然 的 想法 是 以 方程 

《3.32) Gi, v) 十 ualuss 0) + bus nes v) 
+ eue), v) (sv) 

和 
(3.33) (0) 一 0? 
“逼近 ?不 等 方程 。 

但 当 # > 2af, 求解 人 3.32》 和 《3,33)》 总 有 技术 福 的 困难 , 这 
要 求 引信 二 次 正则 化 ,加 一 个 "粘性 项 ” 

nus 0)), (s= 012), n>0 

引进 双 正 则 化 方程 

(3.34) (usya V) + peu, 2) 十 Bons wens ©) 
+ nes 03) + ECG} t) = Cv) 

(3.35) nen 0) æ 0 
证 明 方法 如 下 : 

D) 求解 (3.34》 和 (3.35) 并 得 到 先 验 估计 3 

i) 对 s Aa RRR. O 

JR i) 

利用 空间 V, PYJE wis tt Wmo ttt ,确切 地 说 是 特征 函数 
(3.17) 组 成 的 “特殊 * 基 。 定 义 uml 一 mm) 为 满足 
(3.36) GaG), w) + pd(wmCe), 5) + Eltak), wm), #5) 

D 以 下 的 证 明 对 j 的 其 它 正则 化 亦 感 立 , 这 在 数值 问题 中 可 能 是 重要 的 ， 
D 在 情形 ”一 2 (定理 3. 起 ,对 woC0》 一 (二 0) 沿用 这 一 方法 
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+ (uml), wD + 8 CCan CDD, 205) 
GG), a), 1<i<m 
(3:37) um(0)= 0 
的 解 。 这 在 一 个 区 间 [0, 1m] 内 定义 wm; 但 随后 的 先 验 估计 证 明 
Em =T, ` 


利用 un(O p eaP) MaE) = 0 的 事实 ,由 (3.36) 9 
G38) EE OU + mate CD + lan CO 


CAO) OSEO) 
但 存在 a >0 使 
(3.39) alv) > als, Yve VS 
并 且 
(3.40) Gle) > 0 
由 《3.38) 推出 


CD + 2an |, lewlo) Faa + 2a fo laalo) lide 


o 


< 2 F Nean Ca) do” 
< opf ln Per + À Ẹ lo Nae 
o ap Jo 


于 是 
GAD lun (OP + ou |, nko lao + 27 È lun osdo 


< 1 Mo 
ap h 


由 此 推出 
(3.42) us 属于 LG, T; PON L?O, T: H) 中 的 一 有 界 集 ， 
它 不 依赖 于 mw, 6, 


D & «a, v) ae). 
D H rE Ve € HA). 
3 & Mher pi 上 ONAL =Sp[ lO, P3] rer. 
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(3.43) gum 属于 (不 依赖 m, £, n HI) LOO, T; V, R9 
ARS. O0 

再 证 胡 
(3.44) un 属于 (不 依 束 ms 63 n AD) LO, T; VO) RARR, 

首先 注意 对 "e 7， 

bam Hm lt) 0) 一 一 站 (xm 人 ts py AO) 
从 (3.13) 得 
GEAG AOTT TEA CMIMIN 

根据 (3.42) 有 |ua & CC RRRRATF m, 6, n AURA), 
KA 
(3.45) l(aum COs umlt)s 5)1 < elemCa) Nol, 
PIE (3.42) 即 知 
Dlt CDs mlt) > P) = (in), 2}, v EV, 
Bw 属于 一 个 LX0, T; V) 中 的 有 界 集 。 

EREA o —> alu v) 在 上 连续 ,于 是 
(3.47) alu, v) = (du, o}, AE L(V; VY} 
FE (3.36) 即 可 写 为 (等 价 ) 形 式 
(3.48) Cup t phunt hm À tin A gf (Cum) — fs wi) 

—0,1<i<s 

E Po RAS [wrsta wn] 的 正 交 投影 , 则 
(3.49) Puh = Ch wi)jw (fF 从 1 变 到 mm) 
由 (3.48) 推出 ( 因 Pons 一 tim) 
(3.50) wm 一 Pal] 一 pdun — ha hs — gj (nm)) 
而 由 (3.42) 和 (3.47), Aus 属于 
LXO; T; V')CLA0, T; Y) 


(3.46) 


的 一 有 界 集 、 
由 (3.43》 

Undaenlzzonv e 0(n) 
最 后 由 (3.31) 
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MGO < (f Duta) 
于 是 特别 有 ,jCam) 属于 LXA0, T; V') 的 一 有 界 乐 。 从 而 43.50) 
Am 


thm Palm 


(3.51) lkn € LXO, 了; VD 的 一 有 界 集 。 
着 证 

6.52) lPnpl < ciele 

则 (3.44 成 立 。 


因为 (对 于 范 数 pily; 一 [AT pr.) wi 组 成 六 的 一 完备 
正 交 系 , 所 以 


leik 2 Gr 


RPaplè = D, Cpr way 
E 


由 此 对 < 一 1 有 (3.52), 0 
关于 mw 过 渡 到 极限 ”我 们 将 同时 使 用 紧 致 和 单调 + 推理 . 
由 (3.42) 和 (3. A4) 可 从 um 取 子 序列 ga 满足 
Hu dons tE LOC, T; H) ERIRE LO, T; VER 

(3.53) |ua — as TE LO, T; VI PR 

uu — dans TE L0, T; H) 中 强 
再 取 一 次 子 序列 
(3.54》 uin (ww 的 第 i 个 分 量 ) 在 2X10, TI 中 pp. us, 

Gus 的 第 # À TE) 

此 外 由 (3.12) 和 《3.42) jum (相应 地 ,num 属于 工 (0, Ti PV) 
(ZX(0,T;L?AO)) 的 一 有 界 集 ; 于 是 同样 可 设 
(3.55) fus) XÆ LICO, T; VIRE 
G:56) tintin > Di ZE L(0, T; LP(0)) ES 


1) A Lions [1] 第 2 章 的 其 它 例 于 。 
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亿 由 (3.53), 比 如 可 说 在 8 上 广义 函数 的 音义 下 tiatia > iowttien5 
5 (3.56) 比较 即 得 
(3.57) Bij — trantan 
由 上 推出 对 任意 o 
(3.58) Blipy tins wi) == — bas Wis Uu) 一 — Bons Wis Han) 
在 LO, T) pi 
由 《3.36) CH e m = p) 推出 
(3.59) Cons 205) + Peakasy Wi) 一 buans Wis tsy) 
Æ nage wid) + BCX, ewi) = (fm), Vi 
-于 是 由 函数 系 wi 在 Ve 中 的 完全 性 ,从 {3.59) 导出 
(3.60)  Giys D) + nalusys V) — blans Vs ten) 
+ ass v)), + gC 0) = (fa e), WEN, 
HT (3.35) 显然 成 立 , 于 是 为 结束 步骤 i) 只 需 证 明 
(3.61) X = fan) 
为 此 利用 一 “单调 推理 "。1 
设 P 是 EX0，7T; V,) FHAR, WE p € LO, T; Vi}, 
PL0) 一 0; 令 
Xo Cle) — pen Par + ph alun — pa 


+y 了 Les 一 pliée + 人 as — patin — pdt 
利用 《3.36) ,我 们 有 
Xp = [O udar — ef TOD p) + GE); au — war 
一 af [al(wns p) + alpy us — ld 
— a È LOs P) + (ps ue — pla 
一 人 CG, p) + (P's su — p)lde 


EUX X. — X, XA 
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X— E AO stan) — gp) 一 BLP us — p . 
一 mans Q} 一 ual ts — Pp)— nu p)}, 
— (Cps tan — pI) — Gé, P) — (p's ton — ptdr 
但 若 在 (3.36) HE o = uC) Cp.) 这 自然 合法 , 即 可 推 知 
xX (te Kp) sms — P) + aa, — p) 
+ nlite 一 pli + Gi, — P's tsy — ide 
由 于 对 任意 s, Xa > 0, RITA XS O 
B p me ue — ìh, pE EXO, T; V,), PELO, T; V), 
C0) = 0, 2 > 0, 在 除 以 1 后 即 可 推出 
e [a iln 289, dar + 2 {7 Luath) 


+ aleli + C's Bhar > 0 
令 1 一 0, NH, HER à 
EC 一 ea 
由 此 即 得 (3.61)。 昌 
这 就 结束 了 步 附 站 ,从 而 证 明了 满足 (3.34), (3.35) 的 we 的 
存在 性 ,并 有 
do 属于 LA, T; PONEO, T; HH) 的 一 有 界 集 ， 
GD les 属于 LT: VO 的 一 有 界 集 ， 
nue, 属于 LO, T: VO RERS, D 
BR) AY CID (3.27)) ENS e 引进 表达 式 
G63) Ya = [Aro — tan) + alist — tn) 
+ Gone wens P — ten) 十 A legs V — Hen))s 
+ eo) — gilus) 一 (CPP 一 ua 
由 于 (3.34), 我 们 有 


T 
(3.64, Ye 一 j 《一 dns © — Hay) de 
o 


H e Pi) — alian) 一 (Kose 一 wo 
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而 C3.64) 的 第 一 项 等 于 二 lz(T) 一 ws(T)1， 第 二 项 由 vie) 


ht>. FEY, >R 
G.65) p LC 3 0 won) + tablens 0) — Bass, vs tten) 
+ nl liegs Wen))s + gilo) — U, v — wr)}ae 
>p E aften )dt + eco 


由 (3.62), 可 取 一 序列 , 仍 记 为 m,* 满 足 

Men 一 ws 在 L°(0, T; H) 中 珊 * 和 在 LO, T; V) HS 
de >u TE L(0, T; VD TEE 

由 (3.65) 0 (3.66) 推出 


(3.67) 人 U’, v — u) + plus v) — blu, v, u) 


(3.66) 


— (fse — Ya > liminfy 了 要 


; 
+ liminfg 人 jas) de 


ATEM o f alod ERARE OTV) h THE 
续 ,我 们 有 


(3.68) liminf p alite, dde > p alu)de 
现 证 

r = 
(3.69) tmint | jC > (iC)ae 
我 们 有 


Ç iurar <2(f Damara) (| arar). 
由 此 
了 je(tsn)dz > (E ieten) dett 


ea = 219 + E), 101 = O 的 测度 
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(3.70) Em tf? Gé > lim inf j Hrs) de 


由 于 函数 "~ 人 O ELO, Ti V) LM ES, 则 它 对 LA, 
T: V) PERRI TEES, 
(3.71) tmint | Hadde > Ç ias, 
这 结合 (3.70) 即 给 出 (5.69). 
由 (3.67), (3.68), (3.69) Air WE (3.28). 0 
34 定理 3.1 的 证 明 


3.4.1 存在 性 的 证 明 

E “a = 2*” 时 ,无 须 引 进 正则 化 项 ne, »)), CE (3.34))， 
Bs = ls ik Y, mV pa(w,v) 与 ((u,v)), 有 同等 效力 。 

RPA RE (3.32), RE (3.33), 初 始 值 为 


(3.72) #0) = 丰 

$3.3 的 方法 证 明 (3.32), (3.72) AUKE s, 的 存在 性 :这 里 
(3:73) a, 属于 LO, T: V) 的 一 有 界 集 ， 
(3.74) 到 属于 LO, T; V-ARR. 


可 以 得 到 (3.19) ARRUE SRE (3.28)) 的 存在 性 
其 证 明 礁 一 性 的 基本 点 在 于 估计 式 (3.73), (3.74) 在 两 空间 
EO, T; VYR LECO, T; V 中 成 立 , 它 们 是 对 偶 的 - 

对 ve LlCO, T; V), 引进 (与 (3.63) 比较 》 


(875) Z, = [Z {ly o — 0) + ualia, v — ma) 
十 Es tes v — us) + gile) 
— gial) — (he — ude 
AJA (3-32) 可 见 
G76) Ze g | lo) — iln) — Ge), o — mar 2 0 
于 是 
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G77) [cas 0) + nat, v) + bus ts v) + gite) 
— io ma > [tués m) + pates) 


十 Sea 一 二 ee 一 去 He 


十 ea(ze]er + g p als) de 
根据 C3.73), (3-74) 可 设 从 e, 取 一 子 列 , 仍 记 tes 
(3.78) au) —> ulu), E LO, T; V) CLEO, T; VDS 
D (3.78) 推出 CT) He); 于 是 (3.7) 中 右 端的 每 一 
项 按 《3.78) 定义 的 收敛 都 下 半 连 续 , 由 此 


人 LG 0) + palus) 十 Essaysz) + giw) 


一 (Pr — u)}& > 去 üm infla,(T)[? 
1 int 人 
— + [P + ulim inf f alus) de 
2 0 
es L 
+ glminf 人 jm) ds > 3 l TP 


一 1 et tal alude + g 人 ilede 


- p Up u) + palu) + gila) tds 
因此 
(8.79) 人 LG 0 — a) + palu, v — u) + bus u, v} + gito) 


i) — (Hro ujde 2 0, Vve LXO, T: V) 
现在 证 明 , Æ s 满足 (3.79?, 则 满足 《3.19)。 bi & E V AI 
任 一 固定 元 素 , 而 是 ]0,7T[ 中 任 一 国定 时 刻 ; 对 充分 大 的 i SLA 


D 仿 (3.58)3 可 看 出 站 5Cuey me, p)ar f? BGs us ed 
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O; m le~ Vis to + Wilel0, TI 
又 定义 > 为 
w, HEO h 
3.8 一 
,eto 71 时 
对 按 (3.80) 选择 的 v, (3.79) 化 为 
{3.81) 人 {ws w — u) + palu, w — u) t blusu, w) 


+ gHw) — gilu) — (fs w — u)}àr I 0 


而 

bus Hs, wh (s w), HE LO, T3 F7 
H |2| 一 9; 的 测度 除 (3.81), 则 得 
G82) Jah, Ce 二 de 十 一 六 wd 


AON, Aa's u) + alu) + gi) 


一 (ai + gite) > 0 
报 据 对 集 函 数 微 分 的 Lebesgue 定理 (例如 见 Dunford-Schwartz 
[1] HI 12.9) RIJE, E V 中 


LOT Gt udu + 8 — Das Cn) 
+ pAulr) + (10) — Ho) s to É Ess Mes( E) = 0 


又 
LOT, {es + malu) + gi) — Gs) je 
— GG), wt0)) + atuln)) 
+ BN) 一 (CR), a) 
tg Er Mes( E2) = 0 
于 是 对 € ELU Eo, 可 在 (3.82) 取 极限 ;我 们 得 
Can) + Au) + lo) — IG), wy 
— Ce (oz 人 (ao 一 mature) — lro), C3) 
+ giw) — giluG)) > 0 
Hp G.19), 
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3.4.2 唯一 性 的 证 明 

设 w 和 ws 是 (3.197 可 能 的 两 个 解 。 满 尾 (3.23)，(3.24)。 
(3.25)《 及 对 ww 类 似 的 条 件 )。 在 〈3.19)《 在 对 ws 类 似 的 不 筹 方 
FHR o = up) Ce 一 uG) RARAS, ARME U 
u ax): 
(3.83) —(U', U) — po(U) — blu, u, U) + bluus ux U) > 0 
由 此 
1 


G3 LAU palUP Es — Un 
2 de 
~ U, U) — blu, u, U) = —8(U, u, U) 
根据 (3.13》 
GP ORAGOHE GAGNAONAG) 
S pallUOP + ela 
Ee 
(3.85) mie) = lal 
则 有 
4 4 15CDOP em) NU 
由 此 


UOS 2e fm ao 


由 于 me LO, T), 从 上 式 即 推出 U = 0, D 

ST GE 352 的 证 明 ) 车 "一 2， 则 所 有 满足 (3.291 和 
(3.28) HR (3.19) CFHM 5 = 2 hf (3.28), (3.29) 有 唯 
—#). 

事实 上 令 
(386) Wim {vive L0, T: V), v = LA0,T: V), 

v0) = 0} 

形式 ”一 (3.28) HERC o = 2 EMRA w, 导出 的 拓扑 的 
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忆 上 连续 ,又 由 于 到 在 Ww, 中 稠密 ,可 见 (3.28) 对 任意 oe 本 ,为 真 。 
在 W, PER w, hF we W, 可 在 (3.28) hii 

(3.87) v = va = (1 — Ou w, 0€ IOL 
注意 到 


blus ves u) = Oblus wy u) 
ilea) & (1 — Ou) + bitw) 
(3.28) 给 出 
(3-88) 6| {Cops w— u) + palu, w — u) — Bu, ws u) 
+ gile) — gia) — (f, w— 4}}& > 0 
除 以 9 34 6 一 0 由 《3.88) 推出 
(3.89) Fie, ta — u) + pales, w — u) — bu, ws u) 
+ giw) — gilu) — (fw — u}}dt > 0 
(HF 到, 在 LO, T; V) ARRERA (3.79) R, PGE 
z. U 


4 二 维 情形 的 正则 性 定理 


定理 4.1 设 4 一 2, 给 定 f 和 满足 
CA1) fe LOTY), FE LAO,T:V'), Ho) eH 


(42) MeV, € (HO 

则 存在 唯一 函数 «满足 

(4.3) ue L(0, TV 
(44) ue LOT; V}NL®(0, T; H) 


A (3.19), (3-25), 
WERB, JA (3.32), (3.72) 的 解 us 出 发 ,由 附加 的 估计 
(4.5) 站 lleaerm + léillisorn < C 
可 推出 定理 。 为 得 (4.5), 我 们 对 下 列 问题 的 解 ww VER ALES iE 


D 事实 上 ;由 《fm 从 [0 Tip ER. 
+325 


ih 
(4.6) Ces w) + paluns wi) + blans tns wi) 
+ Em) wi) = C, wi), 1<i<m 
(4.7) Hal O) = ubas Hm HE V ACEO pat 
LE (4.6) 中 令 上 一 0 推出 
C4.8) htl O) ee —paGut, 2,003) — but, td, wal 0)) 
一 SOPC) 4,07) + (CO), wn 0)) 

由 于 {4.2), 则 |(a(w%snm(0))| E C enO 同样 ,利用 (4.1) 得 

L&G Can), um 0) + (C0), um ON! eluant OL 
于 是 (4.8) 给 出 
(4.9) uC OP & cls OF + [Cus wos unl 0))1 
但 对 二 维 情形 ，EP(C)CE”(9): 故 

Tol the mt OO)! E ehetett N mk 0 

< ejen) 


E (4.9) 即 得 
(C4.10) CACHE E 
现 取 (4.6) 对 的 导数 《事实 土 , 这 是 形式 的 , JE A HUE 
对 * 的 导数 的 差 商 来 验证 ), 即 得 
CHI) Camy wi) + HBs w) + bums ums wi) + btum tms 805) 
+ eA wi) m fw) LEIE M 

而 正如 第 三 章 所 见 

《Fen s un) > 0 
于 是 由 ( 4.11) 推出 
(4.12) Gus m) + palum) + bus tims Hm) 

十 ban y timy Hm) Us tim) 

而 

Cims ims En) = D 


llas Hms Wm) | 一 【一 区 ss tms zw) CORR (3.13)) 


D ERLA je BERENE RERO ARE ER NI. 
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PE: PA (LE PA DS A be PAT De 

< mer + epep Neelie? 
HFEA le, Cl € e, RATÉ 
(413) 1 uns M} € + aller + elan Plun 
于 是 由 (4.12) 推出 


$ $ AOE AO $ pallen CP 


+ ele GO ler COUP + WONO 
< peat H cles MePA cf GIE 
考虑 到 (4.10), HER 
(14) SCOR + pe (eal Par < e H e [Foi do 
+ e Fate) A 
根据 Gronwall 不 等 式 ,由 (4.14) 推 由 ?> 
AGO < ceap (F; linoa), < 了 


由 于 
OL ET 
我 们 有 
(4.15) FFOIET 
又 (4.14) 给 出 
(416) Gluo <e 


即 得 所 要 之 估计 . D 


D HAM-A, e 表示 不 同 常数 ， 
“327 。 


5. 作为 Bingham 流体 极限 的 Newton 流体 


5.1 结果 的 陈述 

这 节 总 假设 
《5.1) n=2 

用 wz 表示 定理 3.1 给 定 的 解 ,以 下 & 是 变量 (特别 要 趋 于 0), 
其 余 给 定 值 固定 。 于 是 
(5.2) 44€ LA0, T3 V), Bult E L'(0, T3 VV’), wel0) 一 中 
GG), v — WD) + nalu) sv — uek) ) 

+ Eluea se, w) + gilo) 一 于 (aeCD) 

(fH) ve), YrEV 

紫外 设 * 是 Navier-Stokes 方程 的 解 ,满足 
(5.4) aeE 工 式 0 TS V} € LA0, T3 V'}, #(0) = w 
《5.5) (WG), 0) + palu), v) + Dul), Ce), v) 

= e) e), YEV 


(5.3) 


往 证 5 

定理 5.1 当 & 一 0 时 ,我 们 有 
(5.6) ug >u, Æ LUO, T; V) pR 
ua >u Œ LO, T; VY PR 


52 定理 5.1 的 证 明 
由 定理 3.1 和 3.2 的 证 明知 ,对 有 界 的 上 > 0 


(5.7] sl + lréluervs & e 

因此 , 当 8 一 0 可 以 wi 取 一 序列 , 仍 记 ws, 满足 
(5.8) ua —> w, © LO, T; V) SE 
rw, Æ L(O, T; VV) 中 器 


让 作为 着 充 在 注 5.3 中 给 出 关于 xs BR 8 的 一 个 一 般 结果 . 
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wa (we AO i AS) wies 在 LO) 中 强 和 pp 
Mets weris Æ LA0,T3LAQ)) = LUO) pE” 


于 是 

(5.9) blues tes V) = — bugs voue) > — blw, vs w) 
在 LX0, 了) 中 弱 YreEV 

在 (5.3) 中 取 vr 一 vl)p.p.v E12(0, T5 V), 我 们 得 


Pic, v) + noue, 0) — blues v, tte) + giU) 
— si) — (Fro — mhdr > ttes uo) 


+ potu de = È CTP — El fel) de 
利用 (58)，(5.9), 由 于 | eio )de 一 0, 即 得 
: 人 tw， v) + malws v) — blw, v,w)—(f, v — wa 
> mio È LTD E juri? + aminf 人 elue) a 


T 
>L jaATp— LE ept af alw )de 
2 2 o 


T 7 
= Few, w)ar + af a(w)de 

TE 

Gao) (us ou) + galw, v — w) — Mws os w) 

— (f, o —w)}ds > 0, Yve LAD, T; V) 
《如 3.4.1 末 一 样 ) 由 此 可 得 ,在 19, TI 中 pp. 有 
GHL) Cele), ow)) + meer), v — wCr)) 
— Bw vy wY) — Ca v —w())2>0, VreV 

在 (5.11) PẸ e = wth, pe V, 我 们 推出 


1) M (3.54), 
D W (3.56), 
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(C512) Cote), D) + pate), P) 一 Ce), by wl) 
— GG), p) =m 0, VhEV 
GT (5.4) 和 《5.5) 解 的 唯一 性 ) 由 此 即 得 


Wm 


+ 


' 定 更 得 证 ， 

注 5.1 可 以 利用 定理 5.1 的 证 明 得 到 《5.4), (5.5) 的 解 x 的 
HAE. (5-4), (5.5) 的 解 的 唯一 性 的 证 明 类 似 于 (3.4.2), 但 这 多 
少 育 点 人 为 ,因为 前 面 的 证 明 当 中 沿用 了 Navier-Stokes 方程 中 用 
过 的 方法 。 

ÆS2 在 定理 4.1 的 条 件 下 ,我们 获得 补充 结果 
65.13) “g> u, Æ LO, T; Y) hi 

FBE LO, TH) 中 弱 * D 

E53 我们 要 证 朋 

定理 5.2 对 任意 有 限 的 u> O, goe BELO, Bl, 存在 
et) 一 03 使 
(5.14) lue, 一 ta tL, T; HY + les, 

— u lE, Ti V)< cig, — 8 

ER. EKF es, 《相应 地 ,xz,) 的 不 等 方程 中 取 v 一 ws, CAE 
应 地 sp 一 wz] À ug, — ue, = to, aA(w se) = alw), 两 起 想 加 即 
得 


一 (ie yw) — palw) + bigs Hes He) Tt lugs trs Ge) 
F m alee) — eg) I 0 
或 改写 为 
(5.15) Cas w) + palw) < |E — Bal ile) 
= Ce) + Gsm me) 
而 
tte ent eillar jege} <E ale) + eilg Plat 


由 此 (5.15) 给 出 


D ATRIA . 
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(516) + le + pale l) € 218 — B liea) 


— (se) + edis Ple 
而 
本 we) — ir Dl Si 一 ap 一 六 tr) € ca) 


(由 Cauchy-Schworz 不 等 式 ) 


由 此 得 

218811) 一 并 ee < Last) + clg — gb 
由 (5.16) 推出 

Le + aw) < alagbo + ale — sh 
FEST 
GAD lw OP + E af aloa < aTl8 — l 


+ 24 [clealP lo) Yao 
由 Gronwall 不 等 式 ,特别 ,上 式 可 推出 
(518) [WPS aT le, — sl erp (20 fus loaa) 


< arls, — Bl ep (2e, [7 le, Pac) 
而 对 ge L0,81, #2, RF EO, T; VRARI, i 
(5.19) lel S cl8 — 84, re (0,7) 
把 (5.19) 代 人 《5.17) 省 端的 第 二 项 , 即 得 
Delson < elg: — e! 
由 此 即 得 (5.14). D 
注 54 “8 一 十 0” 的 情形 ， 往 证 
(5.20) 2 g — © hj w, —> 0, Æ LO, T; VYAR 
事实 上 ,注意 到 
(5:21) Me» +00, [lélererm << 
可 首先 部 分 地 把 (5.7) 精密 化 (反之,， 当 8 ~> co 时 Ilaéllisoriyn 
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< e RRL BAUER 3.1 证 明 中 n 的 估计 与 8 HR) 
此 外 ,车 在 (5.3) 中 令 "一 0， 则 有 


7 T 1 
《5.22》 g f Hae) de + af aeai + he( TOP 


<E sea + Lie 


由 此 推出 

(5.23) p HOAL ET 
根据 (5.21)* 可 取 一 序列 , 仍 记 为 we, 满足 

(5.24) ug > w, Æ LA 0, T; V) pA 


于 函数 。 一 上 iv) 对 于 LO, T3 V) PREET E E 


续 则 有 
T 4 
lminf f ilug)dt > (itwa 
结合 (5.23)。 这 就 指明 
fF fu)az = 0 


BK Ce) = 0 pp. 成立 ,从 而 w = 0, 得 所 欲 证 。0 

显然 ， 结 果 (5.20) 从 力学 观点 看 是 说 、 流 体 在 极限 状态 ( 当 
g— co) 的 特性 与 辕 体 相同 . 

此 外 在 假设 
(525) f= {fis h), Re L®(0, T3 LAQ)), iæ1,2, td 
FAH (5.20). 

往 证 
(5.26) Me ge 一 适当 的 临界 值 时 , wp = 0, 
事实 上 , 由 唯一 性 , RARE, WEIK, PANE (5.3) 的 
解 , 即 
《5.27) sr) >= UG), e), YEK 
mih (5.25) 
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GG), o)l elo + lelero) 
RSI L. Nirenberg[1] 又 为 M. J. Straus[1] 所 推广 的 结果 
Noles + lorlo & cile) 
Bis 
IGG), o)l & ajke) 
ét (5.27) TRR RIKA e R. D 
HR MAUR AUTRE 
D BAE L0, T3 HNL, T; V) 中 取信 的 函数 
8 一 se 在 ?的 所 有 紧 集 上 满足 Lipschirz 条 件 ， 计算 BuojB8 在 
e 的 一 零 测 集 外 的 值 。 
2) EERE Due) = 0 的 区域 随 8 增 大 ? 从 力学 上 看 ，、 
这 是 直观 的 ,并 且 与 M. Fortin[1] 的 数值 结果 相符 合 。 


6. 稳定 问题 


61 结果 的 陈述 


为 方便 计 , 下 面 我 们 引进 参数 > 0, 
定理 61 设 f 在 广 中 给 定 , 则 存在 we VV, 满足 
CGI) paelu, v — u) + tBu u, v) + gile) 
— gilu) > (He — a), Voe V, 
其 中 
(62) a = max (1,7/2 —1) (HHn thol) 
注意 ,这 一 陈述 有 意义 。 因 为 wy v, w— blu, v, w) EVX 
V X V。 上 连续 (利用 Halder 不 等 式 和 Sobolev RATE, ME 


AE € LACO), 4n >, ija 一 P we LCA), = 


Loja) D 
2 


此 外 ,还 可 研究 当 8 一 0 时 解 的 变化 状况 : 
定理 6.2 假定 4 <4 MARIE CEA) 的 一 族 解 wes 当 8g 一 0 


+333: 


有 
(6.3) up —> u, 在 7 HR 
Hp u 是 关于 Newton 流体 稳定 问题 的 一 个 解 : 
(6.4) nalu, v} t bus u, v) = (f, e), WEY 
“ev 0 

注 6.1 Er < 4, Ce, », w) Æ V x V xV LERH 
(6.5) blu, v, w) & eau) alo alw) 

此 外 ,对 feV', 令 
(5.6) Us = Sup sv) fal) EV 
则 有 


] 荐 局 之 4ao[f]s, 则 (6.1) 的 解 x( 一 44) 唯一 ,同样 ,稳定 
Navier-Stokes 方程 的 解 唯一 ， 且 无 须 取 子 序列 (6.3) 
亦 成 立 。 

事实 上 ,车 4( 相 应 地 , ua) 是 (6.1) 的 解 且 在 (6.1) 中 (在 对 
ws 的 类 似 不 等 方程 中 ) 取 v = uy GERE, u), H n < 4 时 , 这 是 
合理 的 ,两 式 祖 加 (并 记 w = u 一 心 ), 则 有 
— pau) + 16(us ws ttr) + lues tas e} 0 


{6.7) 


故 
(6.8) pale) bw, w, nu} & keal walluy” 
而 在 (6.1) 中 令 v 一 0, 我 们 有 
palu) 十 gil) S Csu) < [laala y”? 
特别 由 此 有 
pala ss [ 门 w 
故 《5.8) 给 出 
pa(w) S cp [站 ee 
若 (6.7) 成 立 , 由 此 即 得 "w 一 07, 
(这 个 注 类 似 于 Lions[1] 第 一 章 注 7.6) 0 
注 6.2 当 1 一 0 时 ,有 
(6.9) palu, v — u) + gilo) — gilu) > (se — e), Vrev 
EV RAe u AURE CRE ANUS HE, 在 第 9 节 我 们 还 要 加 到 这 一 问 
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ÿ. D 


6.2 证明 


定理 5.1 的 证 明 。 我 们 只 给 出 证 明 的 大 党 。 

由 双 正 则 化 方程 ? 
(6.10) pia(teais Y) + A Cien t) Ya E Ces togs V) 

F LOL) v) =S (sv), WoE Ve 

开始 ,其 中 i, 的 定义 如 第 3 #. 

用 单调 法 可 证 明 ue, 的 存在 性 ( 见 Lions[11 第 2 章 )。 此 外 
还 可 证 明 
(6.11) lsi C (HERRAT e,n, 2, £) 
(6.12) Tsarlls < C 

用 类 似 于 定理 3.2 中 的 方法 对 s, 5 BRR, HESIA 
{6.13) Yag 一 palsens © — Men} E Lt s Beys Y — foq) 

EA Liens? — ten) Jo + Site) 
— Ejio) — Cfr v 一 as) 
AA (6.10) RARE 
Yon = Eljo) — Guen) — ilten) V — teg) I 0 
由 此 
(6.14) mass V) + wens 0))s 十 12(zeoy dans ©) 
+ ie) 一 (fy — teg) > påltiog) + Lits) 

根据 (6.11), 可 取 一 子 序列 , 仍 记 ws* 使 
(6.15) He 2 4, 在 了 中 弱 

于 是 《6.14) 的 左 端 收 化 到 ” 
(6.16) pau, v) + blu, ws u) + giv) — (fv ~u) vEV, 
此 外 


liminfaa,,) > alu) 


1》 当 ”实时 不 需要 unt De 这 一 项 。 
D 为 证 明 Cerena noes 中 bn wz 5 使 用 一 个 紧 扒 理 。 
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而 用 导出 (3.71) 的 类 似 推理 可 得 
Eminfi,(u,,) > fa) 
与 (6.11) (6.14) 一 起 ,由 此 推出 * PRE (61). D 
定理 6.2 AOWERA. FE 6.1 的 证 明 指 出 
(6.17) Kalag, v — ug) + lblug, tgs 2) + gilo) 
— gilu) > (fre — u) No EV 
的 解 wee 7 的 存在 性 ,并且 
(6.18) bel Se (HB RRE TF £ > 0) 
于 是 可 加 一 序列 , 仍 记 we* 使 (6.3) R, 由 此 即 得 定理 62, 
只 逢 再 证 x 是 (6.4) 的 解 。 
而 从 (6.17) 推出 
(619) paluss v) + Abe, tgs v) + giw) 
— (jr — tp) > pales) 
(6.19) Æ% g -> 0 时 收敛 到 
uala, v) -+ Ablas usv) — (f, e — u) 


而 


liminfyal we) > pala) 
id 
(6.20) palu, v — u) + Mlus u, v} — (fr) 
取 v 一 #4 土 w, wEV, RERI M, 满足 (6.4). 0 
注 43 用 注 5.4 中 的 类 似 挫 理 可 验证 
(6.20 当 8 一 十 co Hf,u, > 0,7 V RSS 
《us (617) 的 任意 解 ). 全 


7. 外 部 问题 


71 问题 在 变 分 不 等 方程 形式 下 的 提 法 
仿 第 3 节 。 利 用 空间 V, V, CHELE ARS EEA 


#0). 
SLA e 的 集合 ous 下 面 即 将 明确 "所属 的 泛 函 类 ,这 
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些 函 数 的 散 度 为 鹤 , 且 
《7.1) ET E, v = 0; 在 无 穷 远 点 ,v 一 {03 0, 0} 
《7.1) 的 第 二 个 条 伯 的 适当 意义 也 在 下 面 说 明 .形式 上 , 问题 是 
X «= ule) BE 
(7.2) COR R oa 
[lIu Br, v — uCe)) + malu(e), v — uY) 
(7.3) | + lule), ue), o — ui)) + gilo) — gilek) 
12 (CG), v — al), WoE Dos 


(74) #(0) = tio, mE Do 
若 引 入 

(7.5) wD) = ult) — o 
我 们 要 求 
(7.6) weEV 
(ÍR m 给 定 , 这 就 明确 了 条 件 “ 在 无 穷 远 点 ee) = {U ,0,0}" 的 意 
义 ) 合 得 

[O o wG) tual wC), v— wE) + Alw), wG), v 
CDD —wG)) + elwit), — wa) + gilet) 

| — gi(w OD) + u) > (QG), v — ww) YeeEV 
其 中 
(73) elw, v) = Blu, w, v) + bw, t,t) 


《7.9) GO), v) = GG), v) — aluos v) — blias tos v) 
必 还 满足 初 条 件 w0) = 0, 
设 
(7.10) Buo/Bxi € (L~(O)), i=1, 2, 3 (或 在 二 维 情形 
rL 则 有 
(7.11) le(v,o)| S elel D 
现在 可 确切 好 提出 问题 ， 按 照 维 数 ” 是 2 或 3 而 分 成 两 种 情 
É: 
1) Æ n = 2 的 情形 ,我 们 求 满足 {7.7) 的 wE 
(7.12) weE Lx0, T; V), Bw/0re L0, T; V') 
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(7.13) æ(0) = 0 

2) 在 = 一 3 的 情形 ,我 们 要 求 :w ,满足 
(74) w € EX0, T3 VJNL®(0, T; H), dwfôr € LO, T; Vi) 
(7.13) DRE FRERE 


715) 了 LC su — w) + galw, v — wy} — blw, v, w) 


+ elw, o — w) + gilut m) 
= giw + m) — sv — wld > 0 
其 中 ” 任意 ,只 要 满足 
(716) ve LA0, Ti V,), v ELO, Ts H), v0)=00 


72 结果 


我 们 有 下 列 结 果 : 
(7.17) 对 给 定 的 LX0, 了; V) 中 的 了 和 满足 (7.10) Ha EP, 
存在 (7.7) (7.12), (7.13) 的 唯一 解 w。 
(7.18) 对 给 定 的 LO, T; 四) 中 的 了 和 满足 (7.10) 的 x EV 
PEE (7.13), (7.14), (7.15) 的 解 wC = 3 的 情形 )。0 
注 7.1 (7.18) 中 的 唯一 注 问 题 尚未 解决 . 
注 7.2 同样 得 到 4,5 节 中 的 类 似 结果 . 0 
对 于 结果 (7.17),《7.18) 的 证 明 , DLB. 我 们 只 限 
于 证 明 情 形 (7?.17) 的 基本 线索 ;对 情形 (7.18), 仿 前 几 节 ,要 引信 
一 附加 的 正则 化 项 - 
于 是 内 下 列 问 题 的 解 开始 
{7.19) Guise) + pale, v) + bass wi v} + elwa v) 
+ Ga, + m), v) = Ge) 
(7.20) wi(0) = 0 
为 此 ,使 用 Galerkin E, {E V AU en, ce, was RAR 
的 5。 先 验 估计 中 有 些 A. E (7.19) 中 令 vmu, 不 再 有 


D 在 非 资 界 开 此 二 不 再 能 使 用 特征 喝 数 组 成 的 基 ， 这 明 可 用 Lions-Streuss 
[1]62 机 中 方法. 
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alvo) > ojlv 站 ,x > 0, HORER FE. 
(7.21) alv, v) + le) > alol’, a > 0, vev 
ARA (7.11) 和 下 列 事实 
GC + 40), wos) = Ge, + 40), we + to) — (lws 
+ to), uo) > — (ie + ne), to) > — A1 + lw)D 
由 Gronwall 不 等 式 0 可 得 
(7.22) Iw (de 


7 
(7.23) 了 islpac< < 


现在 wi; 的 估计 亦 有 差别 。 为 得 到 这 一 估计 ,我 们 利用 关于 
的 Fourier 变换 3 
LÉ DP wem = Vel, ET r 的 Fourier WERE 
(7.24) |C0, T) 上 的 限制 ， 其 中 sem 是 den K F e RY Fourier 
变换 (Dun 是 Wen WIER, E (0, T) 外 取 0), 
则 
(7.25) WA > 0, D twm RT LO, T; H) 的 一 有 界 集 。 
利用 Lions[11, 第 一 章 定理 5.2, 由 此 推出 可 到 一 序列 ww 使 
Gun > ws, Æ L°C0, T; H}thES*, HE LO, T3 V) pR’ 
Wapin À Watsis E LO) SE 
由 此 推出 w. PE (7.19), (7.20) 和 估计 
(7-26) [A A + Méallesor 
+ Dwli & e 
最 后 , 仿 第 3 节 , 到 极限 . 晶 
注 7.2 另 一 证 明 方 法 在 于 引进 有 界 开 集 
(7.27) Qu = ON{xllxl < MY 
在 Qu 上 (对 臣 定 的 好 应 用 第 3 节 的 方法 ) 解 类 似 的 问题 , 然 
ERMAT +o. 0 


D) 这些 估 计 首 先 对 近似 解 wen IEI RAN m RUB. 
2) 见 Lions[1]。 第 1 章 $ 6.5. 那里 的 证 明 在 这 里 有 效 . 
3) 在 吾 的 所 有 有 紧 亿 上 利用 所 引 著 作 的 第 1 章 定 理 5.2。 
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8. 在 一 柱 形 管 中 的 层 状 流 
8.1 方程 的 回顾 


设 Q 是 管 的 截面 3 设 @ 是 包 的 一 有 界 开 集 ， 其 边界 THEN. 
我 们 求 速度 场 x = xx*)(x 是 数值 ) ,满足 方 程 


{8.1) EAN cfa + oha = — e? 
GD 在 9 内 LE PT + 2pDys i = 1,2 
和 边 条 件 
(8.3) 在 r 上 s=0 
我 们 记得 在 (8.2) 中 
(8.4) Du Tse 1 一 12 


现在 我 们 给 出 变 分 形式 的 叙述 ,以 得 出 问题 的 确切 提 法 。 
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定理 81 若 速 度 场 #* 是 (8.1), (8.2), (83) 的 “ 强 ” 解 , 则 w 
满足 变 分 不 等 方程 
(8.5) palu, v — u) + gilo) — gilu) > (csv —u), 


Ve € (0) 

其 中 

(8.6) alu,y) = f gradu gradvdx 

(8.7) io) = À, lgmdzlax 

(8.8) Good = | tds 
证 明 . 


Der 单位 长 度 上 的 于 嘿 降 落 ， 
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DL o — a R (8.1) 并 进行 分 部 积分 
(8.9) 1 一 Do 一 (cs 一 人 一 0 


利用 (8.2) 推出 
(8.10) af se — Jude + ef talo =u) dy 一 (cp 一 二 


a (uasta) 
由 于 
CPR CA ne COTE) ki 
由 (8.10) 即 推出 C8.5), D 
于 是 在 一 个 柱状 管 中 的 层 状 流 问题 的 确切 提 法 是 : 求 (8.5) 
MORE u € HO). 
由 于 (8.5) 右 端 包含 常数 。 这 一 事实 不 起 本 质 的 作用 ,故我 们 
引入 更 一 般 的 问题 ,以 使 叙述 更 清晰 : 
Ga 对 给 定 的 LORRI 1, 求解 ze HO 满足 D 
palu, o —u)+8ilo}— gilu) > avu), Yre HO) 0 
$81 若 更 一 般 地 假 宏 
(812) 1e H-(0} 
则 上 面 的 叙述 有 意义 ,并 且 下 面 的 定理 8.2 仍 有 效 。 但 在 定理 8.3 
x “fe L”. g 
问题 (8.11) SG TER 


(3.13) Late) = È pale) + gito) — (fs e? 


的 极 小 值 问题 ,其 中 

(8.14) alv) = alv, v) 

于 是 由 第 一 章 第 3 节 , 我 们 有 
定理 8.2 ”问题 (3.11) (或 等 价 问题 (8.13)) 有 唯一 解 xz 
现在 转向 ve 的 性 质 和 函数 g — ue 的 研究 . 


D 引进 指标 如 为 的 是 下 面 紧 令 z 变化 ?这 毫 不 影响 问题 的 叙述 . 
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定理 8.3 Mise, M gI o0 HO) 是 Lipschitz 连续 
的 ,并 且 
(815) vp = OX g > 8 一 依赖 9 和 的 一 量 界 值 
《8.16) Hs — alue) 《相应 地 ,8 一 iLus)) 连续 且 单 调 下 降 
Gers 为 零 )。 
证 明 。 BE 《38.11) 中 先 令 ”一 0 HO p 一 2u 一 Zu, 则 可 
发 现 


(8:17) mars) + giler) = (fs ds) 
于 是 
(8.18) Bates) = — À patus) 
Eh (8.17) HEBOH je HCA), MN e > o A 
(8.19) lle GH = HCO 中 的 范 数 ) 
现在 证 明 8 ~> ws 的 强 连续 狂 和 Lipschitz 性 质 : 
(8.20) aus ~ tig) (MesQ) Is — gl 


事实 上 在 关于 ws 《相应 地 ,wa) 的 不 等 方程 (3.11) ER o= 
us CBRE RAR TR 
21) nalu — n) — (E — DG Cu) — ia) > 0 
而 
(8.22) DC) — Gi = If, Geradot — Hgredw laxl 

i w) S (Megy atv 一 w)" (Cauchy-Schwarz) 

FE (21) 给 出 
(823) palue — ug) (MesOY jg — B| alus — 48)" 
由 此 即 得 《8.207。 

现在 证 明 (8.15). HE Nirenberg 和 M. Strauss[1] 的 定理 
【1], 我 们 有 
(8.24) 1G, DI € lélescllelleee & efler) 
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FE, REEE v, g)> U, v), u = 0 BR (8.11) 的 
解 。 根 握 (8.24) .这 只 须 
(8.25) 82 elfira 

剩 下 要 证 性 质 (8.16). RITA, M g< 4 hj, J E w) 
Yv, TE 


Tj) = — È palus) < ihr) = — + eca) 


由 此 得 ?一 alre) 的 单调 下 降 性 ， 
此 外 (8.21) 指出 
Ce — Glue) — iair) ) < 0 
由 此 即 得 e 一 i(ws) 的 单调 下 降 性 . 0 


往 证 

定理 84 HBE 
(8.26) 在 中 内 P.p- 1>0 
由 
(8.27) 在 0 内 Pp.p. u, > 0 


DEA. 在 (8.11) 中 (把 we BIR ee), Ẹ v = uti i 0 — un, 
则 得 
(8-23) peu, 47) + zut) — ud) > (347) 
而 sfwse ~) = — ala), LH 


(8-29) Hu) = Cut) + Cu) 

推 知 

(8.30) pate) + gi) + Cou) 0 

由 所 0, 有 0G,4)2> 0, FX (8.30) AE ae) = 0,8 
a = 0 


现在 要 给 出 对 两 个 区 域 9.,9,, DC 的 解 的 比较 性 质 : 设 wm 
是 下 列 问 题 的 解 : 
(8.31) luao, iv — u) + gG) — iu) > (is v — udo 
Ve ce HO), i= 1,2 {u € HK{@)}) 
其 中 
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sav) 一 į gradu © gradvdx 
Q; 
ioo) = |, lerdo lar 


Ue vda À, fer 


定理 85 tca H 
(8.32) X Q, Ñ pp- h => 0, X Q, W p-p- h S h 
则 
(8.33) 在 人 内 pp. m4 Sia 
证 明 在 对 i 二 1 的 (8.31) 中 令 
von 
(这 是 合理 的 ， 基 为 在 9, 的 边界 五 上 根据 (8.32》 和 定理 84 有 
“m= 0, 420, a — a) = 0, 故 在 上 v 一 0); 即 得 
(8.34) neo Ces, — Ge — #1)) + 8Go Cu — Ge — 8 )7) 
= jio{m)) > — Uin — 4) Jo, 
Mit à, = u 到 如 上 的 延 折 ,在 Q PRE, NU & € HO), 
& 
(8.35) v= m + Cu — 5) 
则 有 ve HCO), 于 是 可 在 对 :二 2 的 (8.31) 中 取 这 个 v, 由 于 在 
A — D, Eec mik 
(8.36) pag (#3, — y) + gUGo li + Ge — u) ) 
— je (6)) > (Us Gh — mY), 


注意 到 
jam — Ca — a) ) + jo ln + Ga — a) 
— fo Ga) — io Gn) = 0 

则 由 (8.34) 和 (8.36) 推 知 

Rag (i — t, (m — 27) > (a — his Ca — aY), 
由 此 
(8.37) wa — e) ) + Gi — fashe — 0 
mi (8.32) 的 第 二 个 条 件 有 


+de 


Ua — fis (u3 — m)” JA, 2 0 
FT (8.37) AW ao (ae) ) = 0, HE O, kay 一 0 
(AA Un — s) E H(Q)). D 


o 带 乘 子 的 不 等 方程 的 解释 


往 证 下 列 结果 

定理 9.1 保持 定理 3.1 的 假设 :以 we 表示 问题 的 解 , 则 存在 
FRE m = {mi} AO EAN MR 产 , 满 足 
(9.1) mhe LAQ), mi = mh, Wisi, mu = 0 
(9.2) mgm SA Æ QE p-p 
(9-3) 78Daz(ae) = (Pult) Di l) Y" EO E pp 
(94) 86,,/61 一 Atp + tebg Or; — g 2 Om fyf Dr 

= f; — Op fðr, i= 1,2 

反之 , 若 给 定 wo，m$， pr 满足 
(9.5) uE L0, T; V}, “gE LO, T3; V') 
(9.6) nat0) = m 
和 关系 (9.1) 一 (9.4), 则 ws 是 定理 3.1 问题 的 解 。 

下 列 定理 指出 " 莱 子 ”m5 在 一 适当 的 拓扑 下 连续 依赖 于 

定理 92 Has > 0), TERT mh WE 
(2.7) 7 一 mi, E LQ) pH 
其 中 mhe EH ws, ORT CRD HSE 9.1 中 给 定 的 相应 性 
质 ). 0 

定理 9.1 的 证 明 。 首 先 验 证 定理 9.1 叙述 的 逆 性 质 ， 从 (9.4) 
推出 

{uD 0 — ud) + palua), v — ue)) + ns), Ce), v 
— ud)) + gie) — gi ) — (fs — s) 
= glio) — iQ) — V2 (mi, Dalo) — Di(w))] = X 


h 
# 


D # 6=0, Mm =0, 
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而 由 (9.3), i(w) = V 2 (nf, Da(e)) ,由 (9.2) 
VT DD) ENT |, PANDA = ie) 


ik X 20, 由 此 即 得 结果 . D 
现 证 明 采 子 mp 的 存在 人 性. 
为 简化 书写 , 暂 略 去 指标 & SLA EH 
(9.8) Bluso, w) = (Blu, v), w), ws vwEV 
定义 的 Bluse VO XE 
(9.9) F = Oufôt — pAu + Blu, u) — f 
FF 是 LX0, T; V 中 的 元 素 , 变 分 不 等 方程 即 可 写成 
(9.10) (FG) e) + gi) — LOF Cour) + gi] > 0, 
Yv EV 用土 和 ,2 > OS v, (9.10) ENT 
(COURTE TCTONSE TONER TORTO)ET TETE 
在 (9.11) 中 取 v 一 v(), 这 里 :一 v0 在 LX0,T; V) 中 :如 推出 


a [zf CPtel Koa- [fr tas) a] >0 
Yoe LNA0, T; V), vi>0 
由 此 式 推出 
(9.3)》 | CFs wal eh ioar, Yoe 140, TiP) 
和 
T 
(44) J CPs) + gile))as — 0 


(9.12) 


(事实 上 ,由 (9.12) 推出 人 (CP, «)+eiu))és < 0, 又 根据 
(9.13} 
fi CCE, u) + gia) Jdi > 0 即 得 (9.44 D) 


现在 楼 援引 Habn-Banach 定理 。 引 人 空间 
P= (plp = (pa), Pi = Pus PaE L'(O)} 
MAEZ 
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(2.15) lple = | Coups) ara 
ZB LO, T; 了) 一 多 的 映射 
(9.16) o— D; (e)= 去 Coa + oi) 
FER (9.13) 等 价 于 
7 — 
(9.17) [EE var <gVT sole 


因此 根据 Hahn-Banach 定理 ,存在 
me = {plp = pus Pu = qu, Pu E€ LY 


使 得 
(9.18) fer, vjdi = gv 2 k MED )ax de 


《甚至 可 在 多 pR nf}, E mi = 0， 因 为 Dul 一 0， 以 下 我 
们 下 是 如 此 选取 {m} 

并 且 

(9-19) imt < 1, P RE (9.15) 的 对 偶 范 数 

而 (9.19) 等 价 于 (9.2), (9.18) (根据 F 的 定义 ) 等 价 于 (9.4)， 
(9.14) (利用 (9.18)) 等 价 于 


(9.20) f, mi Da(u)drde = f (Da) Dulu) ar de 


F (9.2), BA (9.20) 即 推 出 (9.3). 0 
#91 2 


oh = pdy + 2uDalu) + € V7 mh 
MERA, (9.2), (9.3) 等 价 于 : {of} 和 {DiA(w)} 由 Bingham 流 
体 特性 定律 联系 。 并且 《9.4) 等 价 于 : 
Oued Br + wget = Ciné t fe 

这 就 确立 了 of, 是 问题 的 应 力 场 的 解 . 

这 也 就 是 变 分 问题 (2.7) 解 x(x, 5 的 确切 解释 . 《在 注 2.2 
中 曾 给 出 过 一 个 形式 的 解释 . 》0 

定理 9.2 的 证 明 。 模 气 定 理 3.2 知道 , 当 8g 一 名 时 有 
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由 


(9.21) neun 在 LX《0,TiV) 中 弱 : 在 L°C0,T5H) 中 弱 * 
此 外 由 定理 5.1 的 英 似 结果 (用 上 一 如 代替 8 一 0) 有 
(9:22) Buel Dt — Bug f Or, 在 L0,T:V') RS 
根据 《9.2) 可 取 子 列 , 仍 记 mf 使 
(9.23) mi mi L°(Q) 中 弱 * 
并 且 
(9.24) pi ls EOOH pp 
J (9.4) EH . 
(9.25) Ces vo) + maltes v) + bluas tgv) — (fav) 
= —2g(mf, Di(v)} 
TE (9.25) 可 对 8 取 极限 ; 便 得 
(9.26) (ukos 2) 十 palies v) + blugos tns 9) — (fs v) 
= — 2g tis Di(v)) 
但 ws 是 对 应 g 的 变 分 不 等 方程 的 解 , 故 
Case — Hg) + pat U — un) + Olies tns o — tpn) 
T fs o — tg) + Bi) — sien) > 0 
比较 (9.26) 即 得 
Bi) — ir) — Lis Die — Ho))} > 0, Ve 


故 
(9.27) io) — 2Cp879DiA0)) 一 [ae — 2C ens Dar I > 0 
取 v 一 0, 即 得 
Ge) 一 2( eis DiA#5)) & 0 
而 由 (9.24) un) — 2l eia Dalwso)) S 0, 故 
Iug) — Lis Dilig) )} = 0 


改 
(9.28) AiDagKza) = Dit) Dile) Y EO PS p-p 
办 此 可 令 mý = ma. D 

注 9.2 对 本 章 稳定 的 不 等 方程 有 类 似 结 果 , U 
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10. 评 à 


PE PE EDR EIRE MR RARE BE ER AO DEEE. 

从 “数学 ”观点 看 ,可 参见 J. Lerayl1], [21, [3], O. A. 
Ladyzenskaya[ 1], J. Serrin[1], R. Finn[£], Lions-Prodil 1], Lions 
[11. 

从 “力学 ”观点 看 ,在 R，Berker[1] 中 有 显 式 解 的 十 分 详尽 的 
研究 和 更 早 的 文献 . 

这 里 第 1 至 7 节 的 内 容 看 来 是 新 的 (有 关 这 一 主题 ,我 们 曾 在 
C. 了 .上 发 表 过 一 个 注 记 ,Duvaut-Lions[4]1). 

从 力学 观点 看 ， 这 里 涉及 从 通常 问题 到 非 Newton 流体 的 推 
广 ; Bingham 流体 的 选取 、 是 由 于 它 是 导出 变 分 不 等 方程 的 最 简 
单 情形 。 其 它 类 型 的 非 Newton 流体 的 相应 问题 可 能 也 可 用 本 
书 的 方法 处 理 ,但 这 里 我 们 未 涉及 。 

从 数学 观点 看 , 这 里 涉及 通常 问题 的 一 个 推广 。 自然 可 提出 
如 下 问题 : 尽 可 能 把 对 Navier-Stokes 方程 的 所 有 已 知 结果 推广 
到 与 Bingham 流体 相关 的 不 等 方程 。 这 是 往 当 繁重 的 工作 ,对 此 
主题 的 研究 正在 进行 ,下 列 问 题 在 本 章 未 论 及 ， 

1) 不 等 方程 关于 * 的 局 部 和 强 解 的 研究 ; 

2) H r — 十 co 时 解 的 特性 ; 

3) 当 闫 一 0 时 解 的 特性 ;极限 层 理 论 ; 

4) (关于: 的 ) 周 期 或 概 周 期 解 的 寻求 ; 

5) 关于 Navier-Stokes 方程 的 C，Foias 和 G. Prodi 的 工 
作 [1], [2] 的 可 能 的 推广 ; 

6) 洪流 理论 的 采用 - 

解 的 数值 这 近 的 研究 在 Fortionl 1], D. Régis[1], R. Glowinski 
L1) 和 已 指出 过 的 Giowinski-Lions-Trémolières 的 著作 [1] H 4 
出 。 


+349 


BEN Maxwell 方程 .天 线 问 题 
本 章 假 定 读者 了 解 第 一 牵 第 1 一 3 节 . 


L 引 + 


在 一 可 极 化 介质 中 的 Mawd 方程 ,或 与 Mawd JERA 
的 Bingham 流体 力学 所 建立 的 (Bingham) 电磁 流体 力学 中 ,电磁 
.现象 可 以 导出 变 分 不 等 方程 , 后 一 种 可 能 性 曾 在 Duvaut-Lions[7] 
中 论 及 。 本 章 研究 与 Maxwell 方程 联系 的 单 侧 现 象 、 由 于 缺乏 
可 供 参 考 的 经 典 电磁 现象 的 统一 介绍 。 我 们 在 第 2 节 中 建立 电磁 
现象 的 方程 ,在 4, 5, 6 节 对 古典 解 进行 数学 研究 。 这 研究 对 以 后 
处 理 可 级 化 介质 的 Maxwell 方程 是 不 可 缺少 的 。 第 3 节 是 待考 
虑 的 物理 问题 的 介绍 . 


2 电磁 定律 


电磁 定律 来 自 于 

D 物理 概念 (电荷 ， 电流 密度 ), 这 里 只 引进 这 些 破 念 而 不 作 
实验 上 的 解释 。 对 此 可 参见 经 典 著 作 (Panotsky-Philipsf1], G. 
Bruhat(11]}; 

5) EERU FIE, Faraday 定律 ), 我 们 要 叙述 它们 ,并 
表达 成 数学 形式 (P. Germain[3]); 

ii) 每 一 介质 的 特性 定律 。 

车 所 考虑 的 介质 是 静止 的 ， 则 (由 这 些 定律 的 组 合 而 导出 
Maxwell 方程 。 在 处 于 运动 状态 的 连续 介质 情形 则 导出 流体 的 磁 
动力 学 方程 。 
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我 们 引进 下 列 概念 : 

B: 用 数量 互 表示 。 视 情况 的 不 同 , 它 将 是 电荷 的 体 、 面 或 
线 密度 ;如 不 加 说 明 , 则 指 体 密度 . 

电流 : 这 是 R 中 一 测量 电荷 流 的 向 量 J 了: 洛 一 曲面 元 43 的 
单位 法 向 量 n 穿 过 dS 的 电荷 流 由 内 积 了 . nds 给 定向 量 J 了 还 
称 为 流 密度 向 最 。 

RR: DER 中 的 向 量 B, 它 出 现在 Fereday 定律 中 。 

磁场 ， 这 是 R 中 的 向 量 H, 

其 它 物 理 量 将 在 下 面 的 叙述 中 引进 . 


22 电荷 守恒 


对 任意 RER 9 正则 的 区 域 Z, EP 中 全 部 电荷 在 
单位 时 间 内 的 变化 , 来 自 穿 过 OA 的 电荷 流 和 单位 时 间 、 单 位 体 
积 内 电荷 的 体 增加 量 8, 这 可 表 为 


(20) 2f, adx = — | „3 nas + | sa 


这 里 nn 是 多 的 边界 0 上 的 单位 外 法 向 量 。 
CD 对 任意 络 有 效 , 由 此 推出 ,在 每 一 点 有 
(2.2) Oq/8:+ DrJ=g 0 
引入 向 量 了 和 G, 使 
(2.3) 4 一 DiD 
(2.4) g= DivG 
DD 是 电位 移 向 量 或 电荷 的 势 . 
那么 方程 (2.2) RA, 向 量 5D/8: + J 一 人 G 的 散 度 为 零 , 于 是 至 
少 存在 一 向 量 HE 
(2.5) 8D/8: + J— RaH = G 
FR AUS ER e 是 零 , 可 取 G 一 0, 则 方程 (2.5) 给 出 
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2.6) f, (apy/er + J) - m5 一 faH - de 


其 中 5 是 一 BR? 中 的 边界 为 63 的 二 维 流 形 (2 LAURE n 确定 边 
界 33 的 定向 ,其 无 穷 小 切 向 量 是 de). 

关系 式 (2.6) 称 为 Ampère 定理 。 [ 

注 21 向 量 怠 .车 不 计 一 旋转 场 的 差别 , 则 是 确定 的 。 名 的 
选取 直接 影响 磁场 值 ， 了 - : 

Æ22 HARA D 在 穿 过 单位 法 向 量 为 n 的 曲面 了 时 不 连 
RARE ES MER THE OS, 和 D, n 指向 D WRI 
有 


(27) fa P + ndS = fp az 


(2.8) fpa D mas = {9dr 


(2.9) fs -de= L qdr + f gdx + fa 
比较 之 即 得 

(2.10) fins 4az 一 一 faa DY .nd2 + faa D” .ad 

这 关系 对 任意 的 了 和 急 都 成 立 , 由 此 推出 在 互 上 的 每 点 有 


Q11) (D? — D®Y)n = 4 
在 这 一 关系 中 ,指标 (1) 和 (2) 对 应 区 域 多 , 和 Dn IREL 


的 电荷 面 密度 ， 同样 还 要 角 确 ,在 方程 (2.9) 中 , E8 | ae 表 


示 红 内 所 有 电荷 的 和 , 即 2, 和 D: 内 的 体 电 荷 和 在 SNS 上 的 
面 电 敬之 和 . 
从 方程 (2.5) 出 发 基于 关系 式 


qiz 一 f D- nds, 
ne es 


(2.12) f rotVax = | nA Vas 
a aa 

的 完全 类 似 的 推理 给 出 

(2.13) nA CHE — HO) =J 


其 中 J 表示 (3c) 上 电流 的 面 密度 。 
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注意 , 着 在 广义 聊 数 意义 下 理解 (2.3), (25), 则 方程 (2.11) 
和 (2.13) 包含 在 (2.3)} 和 (2.5) 中 ,0 


2.3 Faraday 定律 


穿 过 边界 为 92 的 一 曲 硬 的 斑 感 应 通 晤 对 时 间 的 导数 和 电 
GEAR 07 HFEF. 
ER Li 


ə 

Q14) 2f, B-naz+f E-ds o 

LEA OÉU ERA ER, h (2.14) 推出 

6 o 

2.15) 2 | pre- o 
即 在 每 点 有 
(2.16) 8(DivB)/8: — 0 

PURE 0 BHA 20 场 B, 满足 DivB, 一 0, 则 在 所 有 时 刻 # 
(2.17) DivB = 0 

方程 (2.14) 还 提供 逐 点 的 关系 : 
(2.18) 8B/6: + ro 所 一 0 


它 严格 包含 (2.15)。 0 
注 2.3 若 了 是 对 场 世 和 卫 的 可 能 的 不 连续 面 ， 仿 注 2.2, 我 
们 可 证 明 
{2.19) (B® 一 BiD) .mm 一 0 
(2.20) nACE® — E») = 00 
注 24 若 引 进 一 个 相对 原 坐 标 系 以 速度 V, 作 平 移 的 新 坐标 
系 , 并 利用 
g =q F aJ aV 
D'_DE-E+VAB 
B' =B H =H — VAD 
定义 在 新 坐标 中 的 新 的 电磁 量 。 容 易 看 到 。Maxwdl 方程 (2.5)， 
(2.18)。 更 不 待 说 《2.3) 和 (2.17) 在 新 坐标 系 中 仍 保持 有 效 。 这 
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些 方程 有 Galileo 不 变性 。 


24 摘要 ，Maxwel 方程 

以 下 舍 9 个 方程 的 组 称 为 Maxwell 方程: 
{2.21) 8D/6: + J — roH = G 
(2.22) 6B/ 6: + rorE — 0 
(2.23) DivD 一 了 
(2.24) DivB — 0 
ARE, HE (22) 可 看 作 电荷 2 的 定义 ,而 方程 (2.24) 是 
《2.22) 和 在 某 一 特殊 时 刻 DivB — 0 假设 的 一 推论 。 

此 外 , 若 在 (2-21) 中 取 散 度 , 则 可 得 电荷 守恒 方 竹 。 

因此 (2.21) 和 (2.22) 是 基本 的 Maxwell HE. RENE G 
已 知 ,这 些 方程 组 成 向 最 B, E, D, H, J HSE, 即 十 五 个 未 知 
狗 数 闻 的 六 个 数量 关系 。 显然 ,这 方程 组 对 于 电磁 现象 的 预报 是 
不 充分 的 ， 这 说 上 明 必 须 引 进 不 太 普 遍 的 适用 于 者 种 连续 介质 的 特 
性 定律 


25 特性 定律 


我 们 要 考虑 两 组 特性 定律 : 

D 场 和 感应 成 比例 性 ， 此 定律 可 表 为 
{2.25) DE 
(2.26) B= H 
Re RTE, EEFE UE DUR REAA h 
电磁 现象 * 故 这 是 线性 定律 。 

i) Ohm 定律 : 若 介质 是 “稳定 的 ”， 即 兵 有 一 不 依赖 于 电磁 
量 的 电阻 率 "。Ohm 定律 有 关系 
(2.27) J=- 

车 介质 在 电场 作用 下 是 “可 离子 化 的 "， 则 其 电阻 率 o 将 随 电 
HERRE, Ohm 定律 应 代 以 下 列 关 系 


*» 354. 


J =E, 4 IEl < E, 
IJ = (ot DE, 4 Ej 一 Bo 
这 里 正常 数 FE。 是 电离 的 临界 值 , 1 是 一 个 适当 的 正 煞 或 零 - 
这 种 特性 在 强 电 场 作用 下 的 气体 中 遇 到 。 这 时 发 生 电 郭 或 天 

Rbr. [ 

` 注 2.5 数学 定律 (2.28) 并 不 严格 地 表达 实验 观察 到 的 现 
B HSE, ADIA JA ERRAR J ARE HE (2.28) 给 出 了 
函数 了 一 JE) 的 图 象 (图 21), 而 由 实验 得 到 的 图 形 则 如 图 22 所 
示 。 可 是 我 们 将 保留 定律 (2.28)。 因 为 实际 上 的 图 形 (图 22) 显 
示 了 电离 的 延迟 现象 , 它 对 应 于 物理 上 的 不 稳定 任 . 


(228) 


J J 


o E o E 
图 21 图 22 
注 26 方程 (2.25) 和 (2.26) 不 具有 Galilso 不 变性 .因此 
一 般 必须 在 一 固定 坐标 系 或 者 至 少 在 相同 的 坐标 系 中 应 用 它们 ， 
在 Duvaut-Lions [7] 中 ,对 磁 流 体 动力 学 的 特殊 情形 ,这 些 定 
律 应 当 应 用 于 与 流体 同时 运动 的 局 部 坐标 系 中 。 于 是 必须 提出 一 
些 简化 假设 ,以 使 这 些 关系 有 Galio KEHE. 
注 27 特性 定律 组 成 联系 十 五 个 未 知 函 数 的 九 个 补充 关系 。 
再 如 上 Mwd 定律 ,我 们 有 与 未 知 函 数 相同 数目 的 方程 。 
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3 待考 虑 的 物理 问题 
31 带 超 导 边界 的 稳定 介 战 


设 有 名 的 一 边界 荆 有 界 且 正 则 的 这 域 怠 。 开 集 9 有 界 或 无 
界 . 要 求 向量 场 B, D, J 满足 
GD 在 Q 内 8D/8 + J—Ro(4B} =G, 
在 9 内 8B/ð + Fot(tD) = G, 


其 中 右 端的 G，@G: 满足 


(32) DivG, = 0, G-n=0 
《我 们 把 (2.21) 和 《2.22] 右 端 对 称 化 ), 且 令 
. G9 g=l/n, &=1fe 


这 些 量 < 和 严格 正 且 保持 有 界 ; 它 们 可 能 依赖 于 *, 特 别 可 能 分 
块 地 是 常数 。 
我 们 有 初 条 件 
GA BG, imm B), Dir, 1) lio = DC) 
回忆 起 DivD = 4, DivB — 0 
(3.1) 至 (3.4) 对 所 有 要 考虑 的 问题 普遍 适用 。 
“稳定 介质 ”的 假定 等 价 于 Ohm 定律 . 


{3.5) 在 0 内 J= = oD 
FE RER T 上 的 条 件 为 
(3.6) B-n—0, DAn—9 


我 们 假定 初 信 B HD RANER; 于 是 (3.6) HAF B 
条 件 就 包含 在 (3.1) 和 (3.2) 中 。 

作为 介质 的 电导 率 是 有 界 的 正 值 ,可 依赖 于 x. 
32 带 超 导 边界 的 可 极 化 介质 


除了 (35), 方程 和 条 件 与 3.1 节 问 题 粗 同 ，(3.5) 应 代 以 
(2.28), D 可 得 
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| 也 | < Ø, = J = véD 
(3.7) ID| = D, > 34 > 0. {E J= (a + 2)D : 
(B. = 8E.) 
E 是 一 正常 数 , 称 为 击 穿 界限 或 击 穿 强度 ， 它 可 用 平板 电容 器 说 
明 : 当 给 电容 器 充电 时 ,在 板 之 间 产 生 一 强度 增加 的 .电场 下 ,而 
当场 强 增 大 到 E 有 时。 使 板 间 的 电介质 电离 ;因而 电介质 突然 变 为 
导体 ,并 使 电流 通过 ,电容 器 放电 。 从 而 毁坏 了 电容 器 类 似 的 现 
象 可 在 天 线 中 发 生 : 着 天 线 产生 的 电场 过 强 。 空 气 变 成 电离 状态 
而 成 为 导体 , 则 大 量 电流 通过 天 线 使 它 毁 坏 。 这 就 是 天 线 击 穿 现 
象 (当然 应 各 免 ). D ` 
《3.7) 中 的 电导 率 c TEE, WAER. 
注 3.1 在 上 述 每 一 问题 中 ,可 把 边 条 件 (3.6) 换 成 
(3.8) D-n=0, BAn=0 
但 由 此 得 到 的 问题 从 物理 上 看 似乎 意义 不 大 。 不 过 下 述 情况 很 容 
易 用 于 (3.8) 


33 DREZ 


开 集 0 是 全 空间 R, 考虑 Fe 的 两 个 分 离 的 开 集 9, 和 0, ( 见 
图 23), 且 它们 都 是 放电 休 ， 设 g(x, 7) 是 如 和 2 内 单位 时 间 内 
提供 的 电 敬 笨 密度 


23 
HT HSE TE (31) AWM G AG, 之 后 就 可 提出 联系 
31 节 和 3.2 节 的 问题 *G, 和 名; 的 确定 可 参见 注 2.1，0 
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G, 4 G UE 

mG =0, FAR. 

AR G 应 满足 
{3.9 . DiG, = 
函数 # 表示 在 MO 上 给 定 的 放电 量 。 在 QUO 的 补 集 上 令 8 
取 零 ,从 而 把 4 延 拓 到 Ri, 令 空间 在 每 一 时 刻 应 保持 中 性 , 即 
G10) farce Dax = 0, Wi 
RH (3.10) 是 方程 
{3.11) AD +20, R 内 
可 积 性 条 件 。 这 使 我 们 在 满足 {3.9) 的 所 有 函数 G, 中 选取 旋 度 
为 零 的 一 个 , 即 
(3.12) G. = — grad? 
Ko (311) 的 解 。 日 

于 是 在 介质 稳定 时 , 双 极 天 线 问题 是 3.1 问题 的 特殊 情形 ; 在 
介质 可 极 化 时 ,是 3.2 问题 的 特殊 情形 。 


34 异 颖 天 线 ， 电磁波 被 超导体 的 绕 射 


下 列 问题 经 常 提出 。 设 {B,D®} 是 Ri 中 的 一 电磁 流 , 即 右 
端 为 零 的 稳定 生 一 般 是 均匀 的 介质 中 的 Maxwell 方程 的 解 。 若 在 
R 中 引 人 一 超导体 ,那么 解 B®, DO} 受到 什么 样 的 扰动 ?这 就 
是 电磁 波 被 一 超导体 绕 射 的 问题 ， 裂 多 天 线 可 用 一 个 类 似 的 现象 
描述 。 开 集 2 将 是 一 有 界 超 导 物 体 9 = 站 的 外 部 , 设 在 9 内 的 


-WRM AÈ 上 给 定 了 一 偶 极 于 分 布 (图 A) HRAN, AEE 
BERTHE R 中 放射 出 电磁 波 (B9, DO}, 这 易于 写 出 ， 
这 里 涉及 的 只 是 偶 极 子 分 布 。 

超导体 9 的 出 现 护 动 了 波 (BO, DO}, 这 使 我 们 要 处 理 绕 身 
现象 

方程 的 建立 ， 令 
(3.13) ÎB®, Do} = {B®, D} + {B + D} 
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J 
B 
a 
24 

其 中 (B9, D) 是 有 超导体 时 的 解 。 电 磁 波 (B9, DO} 和 
18%, D) 满足 右 端 为 零 的 Maxwell 方程 ， 由 于 方程 是 线性 的 、 
{B, D} 亦 然 , 即 

J20 + séD ~œ Roar 4B) 一 0 


(3.14) 18B/8: + RoD) 一 0 
在 超导体 边界 上 

(3.15) B>. n=0, D?An—0 
由 此 推出 


(3.16) 在 T 上 B-n 一 一 BD.n， DAn 一 一 DAn 
我 们 补充 方程 (3.14》 和 (3.16) 以 初 条 件 

(3.17) BGasr}ln= BG), Dixi) lem DC) 

Be 满足 ` 

{3.18) DivB, (x) = 0 0 


35 摘要 ， 问 题 的 统一 提 法 

ORR 的 一 有 界 或 无 界 * 开 集 , 其 边界 7 有 界 ? 且 正 则 ( 例 
如 了 是 二 维 一 次 连续 流 形 , 9 局 部 地 在 工 的 单 例 ). 

记 总 = C(9)( 在 4.409 一)， 在 82 内 给 定 函 数 6 和 pp, 它 
们 分 块 是 常数 ”; 更 确切 地 ,我 们 假定 


1) 在 3.1 和 3.2 的 问题 中 9 有 界 ? 在 其 余 情形 无 界 . 
D RER, 
D 可 以 推广 为 分 块 正 型 函数 。 我们 明确 息 定 在 厂 的 邻 纠 内 ,> ARR. 
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E QN eme, amp, 1 lg? 
e> 0, >o 
BE 0: 和 2 的 公共 边界 En COUR 25) 有 界 且 正则 。 


(3.19) 


Pa La 
fa 
E23 
图 25 
讲求 向 基 场 也 和 四 ,满足 
(3.20) 8D/6: + J — Rot(4B) 一 G, 
(3.21) 6B/&ê: + Ro éD) = G, 
(3.22) ETE mA 也 一 0 
(3:23) 在 2 上 B(0)=B, D(H) = D, 
其 中 用 记号 (3.3) (A= 1/4, €= 1/8). 
在 稳定 介质 中 
(3.24) J 了 一 ctD 
在 可 极 化 介质 中 


(3.25) J= cD, 4 ID1 < D, (EX) 
= (o+06D, 对 某 一 适当 的 4 之 0, 当 1Dl= 多 ,时 
注 3.2 在 叙述 中 “取消 ”了 下 述 的 条 和 件 : 


D 在 东航 天 线 情形 ,q = 2. 
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在 FT 上 PivB 一 0，m .下 一 0, 等 等 
它们 将 作为 上 述 间 题 解 的 竹 质 丽 出 现 , 只 要 给 定 值 G; 和 B,D, 是 
“EME”. D 

注 3.3 在 界面 Z; 上 的 条 件 是 方程 的 推论 , LUE TER TE O 
上 的 广义 孙 数 意义 下 理解 的 ( 见 注 2.2).。 D 

指南 第 4 至 7 节 研 究 稳定 介质 ,第 8 节 研 究 可 极 化 介质 . 然 
后 研究 对 应 “ 裂 颖 天线” 的 非 均 多 问题 。 


4 稳定 介质 的 研究 ， 第 一 个 存在 唯一 性 定理 


41 HTAR P RANZASI 

关于 记号 的 注 记 。 BERARI, 向 量 均 以 非 粗 体 字母 
BE. 

空间 H(Rot; 0), SIA 
(41) HCRor:Q) = {olve (L(0)),Rotr € (LA(0)Y} 
LLC ER 
(4-2) Ule Parco» + Rotel uton)” 
230] H(Rot; Q) 是 Hilbert 空间 。 

引 理 41 假定 2 有 一 正则 及 有 界 的 边界 T: BE (Ck 是 
在 如 上 一 次 连续 可 微 且 带 5B 内 的 紧 支 集 CM OR RAT, 这 自然 满 
足 ) 的 向 量 函 数 空间 , 则 (CECB)) 在 HRe, 0) HAE. 

证 明 。 算 于 “Ror” 是 一 阶 微 分 系 ， IN M À we HCRor, ©) H 
PE (D), ps € H(Rot; a). 

设 pe CR) 且 在 原点 的 一 领域 内 中 = 1, pu 定义 为 

pu) = plM) 
du 在 如 上 的 限制 仍 记 为 bu, MA 
4# ve H(Rot; O), Wj pue € H(Rot; 2) 
并 且 不 淮 验证 
MM—-+oo, pue 在 HCRot; Q) 中 一 > 

MYM, bur 在 可 中 有 紧 支 集 , 于 是 就 归结 为 {在 HR, 9) WE 
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LFE- TE 0 FEXAALÉ ». 
引进 了 在 R? 中 一 邻 域 的 有 限 开 覆盖 ©, ,Ow, E O 部 
是 具有 下 列 性 质 的 有 界 开 集 2 
(4.3) Wis ve > 0 存在 一 向 量 hE 本 ,满足 al 天 s 
平移 后 的 开 集 A + 4 组 成 了 在 了 中 邻 域 的 一 个 开 政 盖 
Aans an ET E R PERRET (A: 的 一 单位 分 
解 ,0€ DO) WA ` 
{4.4) v= Der tv 


i=j 
nE H(Rot; 0), 它 有 在 2 内 的 紧 文 集 ， 
可 (由 正则 化 ) 用 多 (9) HR r 全 部 问题 就 归结 为 逼 
近 av m w (i EREE). 
引进 R 的 如 下 的 序列 ta CU (4.3)) 
len| 一 0 一 co) 
wala) = wia — ta) € H(Rot; Da), SCO 


(4.5) 


车 

Pa = ts 在 9 的 限制 
AS a 一 co 时 在 H(Rot; 9) 中 

Pa > w 

因此 问题 归结 为 用 CCR I EE 

Pam p (2 HE) 
而 (根据 (4.5)) 4 Æ y € HCRot; OODD) 在 2 上 的 限制 ; 若 引 
入 86€ gB(9), 在 8 上 9 一 1, 则 有 
(4.6) Əy € H(Rot; R) (在 作 外 延 拓 9g 为 0) 

在 D 上 bm 一 中 

而 (由 正则 化 ) 存 在 Fic DCR), 在 HCRot; R°) 中 F; oy, À 
h= Fi 在 2 上 的 限制 , 则 由 此 推出 在 H(Rot, 8) 上 f;— p 由 
Te DG), RE ERNER. D 


1) 由 Hörmander[1] 引进 的 一 个 性 质 的 变形 ， 注 意 。 FE — A ik R 
{8}. 
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注 4.1 上 述 证 明 是 一 般 性 的 ， 并 未 用 到 微分 系 “Ror” 的 特 
殊 结构 。 D 

3142 保留 引 理 4.1 的 假设 。 设 = 是 工 的 指向 @ 外 部 的 
《为 确定 起 见 ) 法 向 量 ， 从 (CkCD)》 一 《CT))? 的 映射 
(4.7) a—nalr=n/Au 
BEREE M H(Ro; A) — (HOP 的 线性 连续 映射 ， 
Pi «> nhu 

证 明 , 对 pe CH/4(T)), & 人 HE (H'(0)) 满足 

Dir=p 

映射 9 一 中 从 《PACT) — (HO) 是 线性 连续 的 , 

对 HRot; O) 中 给 定 的 w 令 


(+8) np) = (Rotu, D) — (u, Rot®) 
其 中 ,一 般 有 
(4.9) Go 一 f tede 


记号 (48) 是 合理 的 . 事实 上 , KARTAR O ERRA 
多 1r 一 9); HETES, w E (H(0)), plie, Mie —p= 
@6 (有 CO) 于 是 

(Rotu, @) 一 (w, Rot8) 
上 映射 ?一 (9) 在 (HIA(T))” 上 线性 连续 ,于 是 有 
tp) = (ous Pr, Fu E CHAT) 

ORR (HATS 和 (HA AR, 
x 一 on 从 H(Rot; 2 一 (GD 线性 连续 。 
而 当 ue RTA 


CD (Rotu, P) — (us RaP) = {Co An) par (Orne) 


改 


(4.10) 


当 we (Cr(D)) Hs oa m= nhu 
由 此 得 引 理 、 
引 理 4.2 使 得 可 以 引进 空间 
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(412) HAlRots O) = {oo € H(Rot; Q), ÆT 上 nAe = 0} 
CE H(Rot; 0) 中 是 闭 的 。 
引 理 4.3 保留 引 理 4.1 的 假设 . 若 
(4-13) 和 一 (CRKCG) 关中 满足 在 FT 上 >A 人 9 一 0 的 向 量 的 空间 
AXE MR 8) 中 稠密 、 
WERS. 对 uE H,(Rot; O), 令 # 是 # 的 在 8 外 取 零 的 延 拓 ; 则 
车 Be (名 (BR), 我 们 有 ? 
CRotë, PJ = (5, RotP}n: = (u, Rotp)o 
= (Rots, p}a — (n Au, pr = Rotu, po 
RETE wnAw 一 0) 


于 是 
Roca) = (Rore) € CLAR)Y 
由 此 3€ H(Rot; R°), 3 显然 有 支 集 在 DA 
优 引 理 4 1 证明, 引进 O} Loi} 可 记 


i Dt 


me HCRot; R), 有 紧 支 集 在 2 中 ,全 部 问题 归结 为 逼近 esw, 
现 ( 如 同 在 (4.5) 中 ) 进行 平移 ,但 在 C4.5} 中 是 “向 如 的 外 
部 ”进行 平移, 这 里 是 把 “* 变 到 “98 的 内 部 ” R 2 € BR 使 
le 一 0 
(4-14) (ONA) + nE 
定义 ws 为 
a, Ca) = w(x 一 ta) 
wa € HCRot; À), w, EOWARESE. 
由 正则 化 ,( 在 HCRot; 0) 意义 下 ) H CACY TEB 
“wa RISI. D 
注 4.2 事实 上 ,我 们 证 明 的 比 引 理 更 多 ,知道 了 


D 有 下 外 指 标 表示 积分 区 域 。 用 ?表示 机 在 2 上 的 限制 
D 这 里 严格 按 Harmandert1] EA 1%. 
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《4.15 (PNY 在 HRot; 2) hAg. 0 


42 WF .er MEN SUR 


SNS. + 

(16) ~ = (L0) = (LOY x (LADY 

Z o(p, wee (pe LAOS, BECLAOY), Pa {pes 
bale Z, 则 令 


(417) (P, Bu) = (Ep, Pa) + CA, ds) 
《这 里 利用 记号 (49)) h TR é M 4 ÆOHARESE 
(4.18) Infé > 0, Inff >0 


则 内 积 (4.17) 等 价 于 “通常 的 ”内 积 
Cp, Pa) + Cb, pa) D 

注 43 当然 ， 特 殊 内 积 (4.17) 的 选取 并 不 绝对 必须 ~ 一 因 
为 最 终 的 结果 (定理 4.1) 不 依赖 如 上 的 内 积 ; 不 过 这 种 选取 人 简化 
了 证 明 , 因 为 ,比如 说 下 面 的 性 质 (4.24) RTE 上 的 内 积 。 0 

SUR D(af)， 为 定义 他 "上 的 无 界 算 子 .er ,首先 确定 其 定 
RE Der): 
(419) DC) = {819 = {p,#}e de, Rot(ép) e (L4(0)} 

Rat(gp)e{(L40)Y, ÆTE rAp=0;Û 

注 4.4 定义 (4.19) 有 意义 ;为 证 明 这 一 点 , 必须 验证 À P 
有 意义 ; 而 8 在 的 邻 域内 是 常数 ;因此 有 一 开 集 9.9《 如 
25),7C0, 的 边界 ; 


{4.20) pE H(Rot; Q,} 
而 2 的 边界 80, 包含 了 ,我 们 可 (由 引 理 4.2 的 直接 变形 ) 定 义 
(4.21) nhet (YTY 
H 
(4.22) M p—>nhp 从 HRoaa,) > (ETY 
线性 连续 。 昌 

ETa. 对 PED) E 

(423) D = {Rol ip), Rot(ép)}(E 2r) 
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我 们 有 

3144 定义 域 D(.er] E 中 稠密 ,ex 是 闭 的 , 且 有 
(4.24) a Dl *) = Dir) 

EH. A CrZ(0,)) 表示 加 的 空间 ,使 8 在 9; 上 的 限制 @1 
EDY 中 ,i 一 1,…*,9， 显 然 ,(x 妇 (97)) E HAEA 
于 Der), Ek Der) E tAE. 

现 证 .er 是 闭 的 . 设 P € Der), Dj foi, Di} E EE 中 一 
,又 cor Di 在 SE y, RIVE (LP P 

pp, bb 
而 Rot(ad 和 Rot(£qi} 在 《LXO))? 中 收 襄 ;但 在 ZOP 
H, Rot( éd) — Ro(ñb}, Rot(ép:) — Rosp), ii 
Rot(êp) € (LAO)Ÿ, Rot( Agp) € UOY 

此 外 pile; 在 2 上 的 限制 ) ÆH (Rot; 0,) 中 一 p', 放 ( 见 
(4.22)) n A p}C= 0) 在 【HOC 中 一 z 人 只 《在 工 上 ), 于 是 在 
TE 5 六 中 一 0, 从 而 P EDCA). 

现 注意 , 可 用 如 下 方式 描述 Do): À Dm lp, Dh, D 
Ipis di} =m D E O CERREN] 1Rorg', Rog € (L0), HHE 
E Za b fin Ad — fin Adi 
在 3s 上 êmhgp m ënApi, ÆFE nAg'0 
反之 , 若 中 满足 上 述 关系 , 则 它 属 于 Dlr). 

设 € Der *) BD PE 中 一 元 素 , 它 使 线性 形式 9 一 (ex 
D, Os) EDC) LHR SE 导出 的 拓扑 连续 形式 下 一 (cew 
O, D)e 特别 在 CØ) 上 对 由 er 导出 的 拓扑 连续 。 而 若 
OEP), 则 我 们 有 


Cu D, Pr) = — D] (Aid, RCE p4))o; 


(425) 


+ 32 (ep, Rot(£r#4))9; 


由 此 推出 
Rot(8;p#) € (L(Y, Rot(f; ba) € (LAONY 
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或 . 
{4.26) Roth € (L4(0,3}, Roth € (LAO)Y 
于 是 (由 引 理 42) 可 在 24 ATEEN n Apa Rn Adh 
现 取 @e D(),H p ECCL, MAERA (4.25), 
于 是 
(4.27) CD, Ou) 一 一 人 RCB), Ep )a, 


+ ZE Rolt), mbh) o; 
g 
—— | (Aveda 
十 | (rh pues 
Er 


= |, ASD phenmar — Cd, Rol epe)) 


+ (ép, Ro uda) ) 
根据 (4.26), (4-77) 中 的 体积 分 对 名 关于 由 SE 导出 的 拓扑 
连续 :故而 积分 亦 如 是 ,从 而 积分 


|, CONDE — Cah we drs 
; 


(4.28) |, CA ppm — CoA phen)ary 


fA ear 


对 由 Of 导出 的 拓 盾 连续 . 
注意 到 (4.25), (4.28) 中 的 第 一 个 积分 等 于 
一 人 LémAgb — ein Aphidza 

TRE SH ND ES, ME BON 

在 Z; 上 mA ph = im Ah 
同 理 (4.28) 中 的 第 二 个 积分 导出 条 件 

E Ea 上 fand inho 
第 三 个 积分 导出 
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ETE nAge 0 
故 Due Der) E co “Oum — ob. MZ, E DC), M 
VDE Der), (by)r = — (O, AF) 
ge DC.er*), 由 此 得 (4.24), 0 
现在 可 以 提出 问题 : 令 


(4.29) AC D me {aëp, 0), $ D ip, p} it 
这 定义 了 
(430) AE SEE: 607) 
要 求 函数 U — (D, B} E 
(4:31) - UE L®(0, T; #7) 


32) fi, eee — (U, of owt(AU, eds 


一 上 (G, O)gdi + (Uos PO) de 
YD, 这 里 加 满足 
(4.33) PE LK(0, T3 Dw)) 
8P/8rE LO, F; EE), PT) = 0 
Æ (4.32) 中 G 和 了 ze 给 定 , 分 别 满足 


(4.34) G = {G,, G) E L'(0, T; 2) 
(4.35) Us = {Dos Bot € EE 
往 证 


引 理 4.5 间 题 (4.31), (4.32) 是 对 “稳定 ”介质 的 Maxwell 
问题 的 “ 强 的 ” 提 法 . 

证 明 。 事 实 上 , 设 UV = {D, B} 满足 (3.20) 一 (3.24), 那么 
若 取 满足 (4.33) 的 @ = Cp, p), 并 分 别 取 (3.20) 和 (3.21) 与 
ép 和 £ 的 内 积 , 则 在 分 部 积分 后 即 得 (4.32)， 昌 

指南 。 现 在 要 (在 4.3) 解 问题 (4.31)。(4.32)。 然 后 在 5。6 节 
研究 问题 的 强 ” 解 的 存在 性 .0 


43 弱 解 的 存在 唯一 性 
定理 4.1 [IRE C431), (4.32) 有 唯一 解 。 
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MEERE. EEES 
= (p, pj — D, Rap), Ro(ñd) 
使 得 可 把 D(.ez ) F0 LALN AAT SAS AE 6, LE 
HE Der) 可 分 。 设 491, r, +, Du, ce} 是 D(ar) 的 (六 
通 意义 下 ) 的 一 个 “ 基 ": . . 
Ym, Ds re, On 线性 无 关 ， 
线性 组 合 D EPn ERED) HAR. 


SRA 

我 们 应 用 Galerkin 法 。 求 (4.32) EMPR F: 

Un) ELD, à, gw] 一 由 生生 张 成 的 空间 

(USD D ERA PORN DE + CA PORN 
im (GG) Pie Lj m, 

(4.38) Un 0) 一 Ums Uom € {DB Ps Uon 在 EE 中 一 U。 

这 就 在 [0, T] 中 唯一 决定 了 Uw， 车 


UnC) 一 TO 
Fi 


BEA &uGe) JE (4.37) 并 对 7 求 和 ,注意 到 (由 (4.24)) 
Car Us a Une) ar 0 
39) (ULG), Un) )æ tt CA Um) AO) 
(GG), UaU 
由 此 ,根据 《4.30) 有 


UAD LÉ ROM < Ale + ol eto le 
由 于 Moele < 62 BH 
WIR < és + ol 


根据 Gronwall 引 理 ,得 

(4.41) lUa la < RRR T 27 E 
根据 (4,41): 可 以 取 一 子 序列 Uas 

(4.42) Un —> U, Æ L°(0, Ts 2) pR 
设 - 


(4:36) 


(4.37) 


JU Co) le do 


i 
v 
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Ere CO, TI), EAT) = 9 


(4.43) € 
D; y 
2 $i 


1 
利用 m 一 上 时 的 (4.37); DA g Zi € mo € R 5 RAR 
分 部 积分 ,考虑 到 (4.24), 得 


Ẹ -0n dpl — (De 
(4.44) 


HA Una Da dde (G, Padt Dans (0) 


由 于 (4.42) 和 (4.38), 可 在 (4.44) 中 取 极限 。 于 是 有 对 所 
有 形 如 《4.43) 的 函数 P — F 满足 (4.31) 和 (4.32) 的 口 的 存在 
性 


ie (4.36) BERI © 满足 (4.33], 则 可 找到 形 如 《4.43) 
WBAI Po EE LO, T; Pla7)) 1h mi O, E L0, T3 
LE) rh Byar — 00/81, de (4.32) À W JE (4.33) 的 任意 @ 成 
i. 

唯一 性 的 证 明 。 假定 对 G 一 0, Um 0,# (432), ÜS 
在 + 之 0 取 零 值 的 上 的 延 拓 ;在 (4.32) 中 取 

P = iy 
E= 3e DUW, TE) 在 [9, T} 的 限制 
即 得 在 &'(1-o, TO 的 意义 下 有 
AO, el de — (D, Bo + AU, Pda — 0 

Æ OR + > TRE 0 的 延 拓 , 则 得 在 DR) 中 
(445) (Ù, w)/4— (D, Ww + CAD, gameu T) 

Ë pe DUR), 支 集 在 [0, 8] 中 ,(4.45) 和 Pp 关于: 作 卷 积 ， 
即 得 


(4.46) (2 & xo), — (Üx pa De 


+ (AP 0), me cpls T) 
由 于 当 * 过 了 时 U T) 一 0, 故 由 上 式 得 
+ 370" 


I GAC dd 


+ CAD # 0G)), ST æ 0, :ET 
由 (4.47) 可 推出 ,形式 
CEXGET ON LEE 
在 D(.or ) 上 对 由 D 导出 的 拓扑 ES. He D + (D € DA), 
在 (4.47) TR er — D k plz); 利用 (4.24) 推出 ( 令 记 ko) 一 
w): 
1 d 
24 
De O How O, EH s0 = 0, 故 关 CT 
Üxp=0, Yo 


Iw) lt CA Ce) wl ed, tT 


WUD, 0 


AA MASTERS MATERIEL 
设 {si, ai} EFRR A 
E mie, fie fe E L) 的 一 有 界 集 
(4.48) 240,82 0 > 0,7 0 pp. 成 立 
E, pi TRARRE TRS SRE e 一 常数 
(49) #68, EAEL pp AAEE pp 
Mik of 满足 
{4.50) gi € L°(0) 的 一 有 界 乐 ,0 一 op.p 
其 中 6, p, o 如 前 几 节 一 样 给 定 、 
设 .ar RIM 是 对 应 于 67, pi ai 的 类 似 于 .sz 和 tt 的 算 
F. RU RRF (4.31), (4.32) 问题 的 对 应 解 、 我 们 有 
定理 4.2 在 假设 (4.48)，(4.49)，(4.50) 下 ,有 
(4.51) Ui>U, 在 L”, T; 87) 
证 明 . 设 Uh 是 原 问 题 的 近似 解 (类 似 于 (4.377) 


(EUO) + Ca UE, 80e + AVD, Pu 
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(4.52) - = (CO) Pie LERS m 
URCO) 一 Uon 
则 ( 因 含 .ar 的 项 消失 ,这 里 仅 利 用 (4.50)) 有 告 计 
[Ue < 一 不 依赖 于 m 和 5 的 常数 。 


于 是 得 
(4.53) Ui 属于 L*(0, T; $E) 的 一 有 界 集 . 
从 而 可 取 一 个 序列 , 仍 记 Ui 使 
(4.54) Vi Us, Æ L°, T; 2) 中 弱 * 
我 们 将 有 (4.51)， 只 要 可 证 明 UV 是 问题 (4.31)。(4.32) 的 
解 ,从 而 Ux = U. 3E PCBA 
(4.55) ie LO, T; Dei}, (BY € LO, T; 2), 
PCT) = 0 


则 有 
Use) [cui (De — Gi, arda 


+ CAD dd 一 | (G, Hyde + Uos DO) 


暂且 承认 
引 理 4.6 对 给 定 的 满足 (4.33) E 
PEL, T; D(a )) 
的 中 ,可 找到 函数 序列 由 ,满足 (4.55) E 
{4.57) Op, ELO, T; SP), CO) >p, 
在 L(0, T3 D 中 

(4.58) aiD + er D, E LO, T; 67) 中 

由 于 (4.54), (4.57), (4.58), 可 以 在 (4.56) HRR RC 
得 到 Us 满足 (4.32)， 因 为 满足 引 理 4.6 条 件 的 多 的 空间 在 满足 
(4.33) 的 的 空间 中 稠密 ,由 此 得 定理 ;只 剩 下 引 理 4.6 的 证 明 。 

从 证 明 另 一 引 理 开始 , 它 本 身 也 是 有 趣 的 

引 更 4.7 tE 中 给 定 。 对 所 有 420, 存在 唯一 的 UE 
Dir) WE 
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(459) Ca + DU mi 
且 有 
{4.60) APRES a 172 

注 45 54 7 表示 -er 是 GE 中 的 一 压 纺 六 群 的 无 穹 小 
生成 元 所 又 见 第 10 节 》 

引 理 4.7 的 证 明 。 用 Galerkin 法 。 设 Oi, --., Øn, -D 
Ca) 中 的 一 个 基 , 仿 定理 4.1 的 证 明 、 又 设 Uw € D ra Pm] 
适合 
(4.61) (Coy 十 DU pihy 一 (Des LEE M 
方程 组 (4.61)( 是 有 距 维 的 ) 有 唯一 解 ; VU, 一 60, WA z E 
(4.6) 并 对 j 相 加 ,由 于 (er Un Undo 一 0, 即 得 
AU ne, Ua) 

由 此 Male < 4 及 ww， 于 是 可 取 子 序列 Uns 
Us 一 Ur， EC RR 
E (46D RE m = jp, 固定 jj 所 pp, 则 有 
Us Pie — Uus of Piy m (fs Die 


取 极 限 得 
AU, De — us ef Pie = G, Dy 

此 式 对 ViR BAE 
{4.62) A Un, Pa — (Ur, D)e = (Fy, Plus WP E Der) 
BERN, BR D — Ur ef) 在 Dt) EN EEE SES 
拓扑 连续 , 故 Us € D(Le7), E (4.62) 为 

{Cr + Us 9)a = (Pas VE Dar) 
FÆ Us (4.59) 的 解 , 可 令 U 一 Us; 由 于 Co U, U) 一 0, 由 
(4.59) 推出 


MUR = (f, Ue 
FLAN ER (4.60). O 
引 理 4.6 的 证 明 。 ASE O= 06), EX DG) (对 ipp) 


D 多 中 范 数 的 选取 在 这 里 十 分 重要 。 
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为 

(4.63) 《ai 十 BG) = Ca + 100) (>>0 FE) 
的 解 。 根据 引 理 4.7， @i( #Æ Dai) 中 存在 于 唯一 。 不 难 验证 
(由 于 eLo, T3 Der ))}) 


H 


(4.64) Cri + RADY = Cr + aD G 
全 部 问题 归结 为 指出 
(4.65) Pi 一 四, 在 LX0, T; 2) ES 


事实 上 ,暂且 承认 (4.65), 则 由 (4.63) 推出 
人 w+ Doi eee ~ à [lon ae 


= Fos + pe, Wadi + [Ce 


+ 10), #)gdt = af lPi de 
故 
[oeae + [rome 
此 式 结合 (4.65) 证 明了 在 LO, T; 7) 中 的 强 收 伍 性 .而 这 时 
ibi = (eg + 1)D — ADI LE L(0, T; PE) ho 外 ,同样 由 
(4.64 JR (PY 在 LO, T; 2) h Bop, HEBBE L 
OT) h PY D. 
于 是 剩 下 要 证 明 (4.65). h (4.63) 推出 
IPS < Ie + BOTs 
故 
(4.66) gl 属于 LO, T; Æ) 的 一 有 界 集 , 
于 是 可 取 一 序列 , 仍 记 为 ,使 
(4.67) Di 一 De, ©. L0, Ti 7) pA 
STEIER $s 一 多, 设 8 =m (0, X) E (P(Q), AR O—0x 
J0,TL, Pi {pti}, 又 用 (，) 表 示 ( 功 (9) 1 (20) I 
LIX (D'(0)Y fa (DO) 间 的 内 积 : 我 们 有 
(4.68) (umf Di, 9) = —(Rotgip', O) + (Rotéig, X} 
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一 — (Api, Rotg) + (Eip, Roax) 
而 根据 (4.48), (4.49) RI Lebesgue 定理 ,有 
BiRotô 一 ARot9, # (L?(0)) p 
ÉfRotX 一 EROX, # (LUQ) F th 
E Da 一 {pes pa) BU (4.68) 结合 《4.67》 有 
Caribi, B) -> 一 (ss ERHO) + (pus ERX) = (of Pu, O) 

故 
(4.69) iD + Let De, À ROY 中 

此 外 ,根据 (4.63) 和 (4.67 

在 ELO, Ts 如) PE 
由 此 ,比较 (4.69) 得 
(4.70) ar Di of Das 在 LO, T3 SE) 中 弱 
且 
(4.71) Ce + 1)Pu = to 
若 证 明了 Bye L'(0, T; DC )), AVE 9 一 多。 而 根据 (4.67)， 
《4.70) 和 引 理 42,6 

nADI HN AP, 在 L(0, T; (HAT) ES 

由 于 RAD 一 0, RA ”Ags 一 0。 由 此 即 得 所 机 结果 。 昌 

应 用 4.1 我 们 曾 假定 在 不 同 介质 O We, se 分 抉 是 常数 。 事 
实 上 ;这 是 一 种 理想 化 ,es, wm 在 豆 本 是 连续 的 ， 在 92， 内 部 "是 常 
数 ， 在 交界 面 邻 域内 “迅速 地 ”从 一 个 值 过 渡 到 另 一 值 。 定理 42 
指出 “理想 "问题 是 “实际 ”问题 的 逼近 .1 

摩 用 42 设 


a 
a| (Ja, il E; 


考 其 中 一 区 域 0; 的 体积 趋 于 0 (常数 s. pi ME), MEERE 
定理 4.2, 对 应 的 解 政 笋 到 对 应 于 


Q = |] & LU Za 


COTE TS 


的 问题 的 解 。 
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5 稳定 介质 “ 强 ” 解 的 存在 性 
51 Dee) 中 的 强 解 


往 证 

定理 1 设 给 定 的 G 和 Ue 满足 . 
(5.1) G, 0G/ðr E L0, T; Q) 
(5.2) VE DLA), (Uo = (D, B}} 
MEE — AVE U 一 (D, B}, E FIRR 
(5.3) UE L”, T3 Der )) 
(5.4) OUDE L*(0, T; LÉ) 
(5.5) 68D/8: RAB) + oD = G, 
(5.6) 8B/6 + Rot(6D) = G,, 
(5.7) ÆTXI,TEIE sAD=0 
(53) D(0) = D,, B(0) 一 Bo. 

证 明 

1) 仍然 采用 定理 4.1 证 明 中 用 过 的 Galerkin 法 .由 于 Ue D 
Cr), TER E” Ois tin Omn E 
《5.9) DEP] 


沿用 (4.37), (4.38)( 其 中 令 Upm 一 Uos AT (59), 这 是 合 
理 的 )。 对 e 求 《4.37) 的 导数 得 出 
(5.10) URD, Pie + Ca Une) Py 

+ Can Ge) Die = (GC) Di) 
Eh (4.37) 推出 
{U0), Di) = (GO) — r Ua — A Uo, O) 

由 此 得 
(511) MURO S NEO — Do — A Ug 

LA Kimle) IE (5.10) 并 对 j 求 和 ,得 

1 2 


SE [RON ES POP ROC ON AO) 
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合 (5.11), 给 
(5.12) MURO < 一 不 依赖 于 * 的 常数 
由 此 得 到 弱 问 题 的 解 V0 由 定理 4.1 给 出) 满足 (5.4) 和 vv(0)= 
Us 并 有 (5.8)。 
2) 于 是 可 在 (4.32) 中 对 * 进行 分 部 积分 , 便 得 


(5.13) 人 LOU Or, Djy — CU, sr Pe + AUD) gla 


= |] cC, Pede 
# (5.13) PR 
ge(æ(2X10, TOY 
即 得 (5.5), (5.6)。 因 此 
Rot( AB) = DƏ! + GED — G, € L°(0, T; LA(0)) 
Rot(£D) = — 08/1 + GE L”(0, T; L'(Q)) 
从 而 为 得 到 (5.3), 只 震 证 明 (5.7). 
为 此 , RP = ph, PRE (4.33) HE CO 中 取 
E CSI 41). 又 在 了 X ]0, TL 上 wn 入 wp 一 0 分 别 取 (55), 
(5.6) 和 fp, Ad 的 内 积 ,得 
(8U/di, 9]w 十 | ee(aADJdar 一 (0 er 8) y 
+ UU, D)e m (G, Pa 
由 此 ,对 :积分 并 与 (5.13) 比较 
f éfan AD)pdr ds = 0 
Txio Ti a 


m (57), 0 


5.2 物理 问题 的 解 


在 物理 例子 中 ， 函 数 G: 满足 (5.1) 的 补充 性 质 , 为 明确 区 分 
恨 设 的 作用 ，。 我 们 要 给 出 两 个 叙述 , AE AER EREN B io 
补充 性 质 ; 我 们 首先 有 : 

定理 5.2 保留 定理 5.1 Tr. 
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(5.14) DivG, = 0, Æ Q X J0, TLA 


(5.15) DivBo— 0, 
则 
(5.16) DivB = 0, Æ Q X J0, TIW 


证 明 ， 在 广义 函数 意义 下 , 算 子 Div 作用 到 (5.6) 两 端 , 我 们 
推出 (因为 Dir - Rop 一 0 HÆ (5.14)) 
(5.17) E(DivB)/01 一 0 
由 于 《5.15), 由 上 式 即 得 结果 。[ 
ERETT x ]0, T[ 上 ”- Ga 一 0， 且 在 FT 上 ”'5o 一 0， 
MET X ]0, TL 上 s* -了 一 0. 但 为 此 需要 泛 函 分 析 的 几 个 补充 
结果 ,下 面 就 给 出 它们 。 D 

引信 空间 (和 (4.1) 比较 ): 
《5.18) H(Div; Q) = {v |v € (LQ)}, Dive € LAO)} 
对 于 范 数 


Coker + IDivellira)*? 

它 是 Hilbert 空间 。 

仿 引 理 4.1《 见 注 4.1), 可 以 证 明 

引 理 51 空间 (CK(2D)》 在 HC(Div; 0) HAB. 

往 证 

引 理 5.2 A (CRUDI 到 CCT) 的 映射 
(5.19) vpn-vlrænñr.u 
可 以 由 连续 性 延 拓 为 一 个 从 H (Div; 2) 到 HAT) 的 线性 映 
HTA v—n. o. 
EH. DERSE 42. MT p ERAT) EX EH(Q), HR 
(5.20) bjr= e 
E 
(5.21) 映射 PP 一 名 是 从 FAT) F) H'(0) 是 线性 连续 的 。 

对 H(Div; 0) 中 给 定 的 4, 令 
(5.22) alp) — (Divs, #) 一 (wy Div®) 
其 中 
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四 一 | jetée 


记号 (5.22) 是 合理 的 , 这 因为 只 要 《5.20) 成 立 , (5.22) 的 右 阅 就 
不 依赖 于 @ 的 选择 
映射 pp) 从 HCT) FIR EREE RR 
æCp}= (res p), TuE HF) 
(523) |(,) 表示 HAT) 和 HT) HEAR, 
映射 一 fx 从 HH(Div; Q) 到 HAT) 是 线性 连续 的 
但 若 # € (CAD), W 
«(9) = {Ce par 
由 此 即 得 引 再。 品 
注意 ,车 Ge L(0, Ts (AMY) 且 有 (5.14), 则 


(5.24) G16 L'(0, T; H(Div: 0)) 
SSI 5.244 
(5.25) n» Gie L'(0,T; H™(T)) 
现 可 和 叙述 
定理 53 保留 定理 5.2 的 假设 ,还 设 
(5.26) 在 FTx]0,7r[r nr:G 一 0 
且 
(5.27) 在 FT 上 =, 了 ,一 0 
则 
(5.28) ÆETX]0,TIktr.B—9 


证 明 ， 从 (5.6) 推出 
(529) BO)+ 人 Rot(SD}(o)de = Bo + f G(o)do 


HT Rat( 8D)€ (LXO)》 H Div(Rot(ED)) = 0, 我 们 有 
Rat{éD) € LA(0, T; H(Div; 9)) 
因此 可 把 算 子 v—n- 0 作用 到 (5.29) 两 端 ; FH A M (5.26), 
(5.27) 即 得 
CD 十 fa + Ro ED) (o )do = 0 
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ARET 
(5.30) n- Rot(£D'}(o) m 0 (关于 0-p.p.) 
8048 5.28). MATE TFE 6 是 常数 ; 

a + Rot(éD}) = én RoD. 


又 一 般 地 有 
(5.31) n + Rap 一 向 量 人 由 的 关于 T 上 的 切 向 导数 算 子 。 
而 #wAD 一 0, 故 有 《5.30)， 0 


6. 稳定 介质 . Sobolev 空间 中 的 强 解 


61 RAEM 


定理 61 设 如 是 一 带 正则 边界 Bi 的 有 界 开 集 ?。3 引 进 空 
间 
(6.1) X = {o]v € CLAON, Row € CLAONY, Dive € LS}, 
在 8@ Lr. om0} 
Mx HE à 
(62) elz = (elles + Rote fire + HDive fao) 
是 Hiabert 空间 并 县 有 代数 和 拓扑 的 等 式 : 
(6.3) X — (HE) 
证 盟 。 本 节 末 将 证 明 
引 理 6.1 满足 在 8C 上 = :9 一 0 WAR pE 的 
空间 在 X 中 稠密 , 
从 下 列 等 式 出 发 ,对 pe lO 有 


(64) Joppadr m | Dip + impl9dz 


+ f, CNPP 一 TipiPpin S 


其 中 45 是 00 RT. 
M rw = 0, (64) 中 的 面积 分 化 为 


D Rito ERSTER ER. 
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CES) — [mods = È p(n) sas + | prends 


这 里 把 酒 数 x 一 a(x) 延 拓 成 00 的 一 邻 域内 的 C BAE a, 
HEX, MHF” yp 一 0, AF pj8/68x; 是 治 00 的 团 向 向 .} 算 
子 ， 故 在 82 tprp) = 0. 

于 是 (6.5) 证 明 


(6.6) — 人 BP: PiS 一 h pipin ids 
代 到 (6.4) 中 有 | 
(07) pupuer = |, Alouel + Rogla 


+ f o PPMS 


而 

(6.8) Iho ppmiuas| <e 人 prqprds - 
另外 ,Ye > 0, FE cle) HN dE C(S)E 

(6.9) fa ds f dabsèx + cele) f d'dx 


在 (6.8) 中 利用 (6.9?, 并 选择 满足 ce 一 1/2: 
(610 |f p poenis] < ET pupie + af tete 


与 (6.7) 一 起 ,给 出 
Gi) ppds <2 | FIpivplz + Rop) + clplilax 


型 于 引 理 6.1, 由 (6.11) 即 得 定理 .0 
定理 6.2 保留 4.5 两 节 的 条 件 ， 设 Y 是 一 空间 , 定义 为 
(612) Y= {vlve (L(9), Div = t, Rolfv) € (L'(0)), 
ETE nv 0} 
则 对 范 数 
(6.13) lel = (lrlérco» + Ratar) Recon) v 
它 是 Hilbert 空间 , 且 对 woe 了 ,有 
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(6.14) v; é (H'C9;) Y 
其 中 vi 是 v 在 9; 上 的 限制 ,x 一 1/4 # 0, 是 常数 ?, 且 
(6.15) lisser & coll 
证 明 
1) RQ ERR, E O, E em T ER eX Oo E CRA) 中 
的 一 数值 函数 。 在 工 的 一 邻 域内 9 一 1, 在 00, 一 了 的 一 邻 域内 
00, Hve YU 07 满足 
8e € (CLO)Y 
Div(@e) € L(Q,) 


(6.16) Rot(Bv) € (L40,)} 

在 89, En + (60) = 0 
REEE 6.1, 便 得 
(6.17) 8v € (HO)Y 


2) & fv 一 ws, 我们 有 
(6.18) w€ (LAQ)), Div(pn) = 0, Rotu € (L0)}, 
在 7T 上 =”-x 一 0， 
(6.19) uE CODY, 一 在 上 8, 中 的 一 邻 域 
于 是 可 把 * 延 拓 为 定义 在 R' 上 的 一 向 量 函数 ,使 得 
jw EEC2D7 O:a C(O) Æ R 中 的 一 邻 域 
在 OO 上 w= 
若 令 
(6.21) f— Rotw 
并 以 下 列 方式 由 Fourier 变换 ?定义 P = {P T Dhs 


(6.22) ê, = Lo Cf, — 8h) 


《轮换 定义 PP), RATE 
(6.23) Rouy — f 


(6.20) 


D 记 住 上 在 广 的 一 邻 轧 内 是 常数 。 
D 沿用 第 一 章 4.1 的 记号 。 
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BE 


(6.24) Ow/6x:€ (LP, 这 里 L = LCR) 
于 是 Rot(w — p) 一 0, 故 
(6.25) w = y + gradP, OP/ Ox; € L' 
若 用 忠和? 分别 表 示 开 和 PP 在 马上 的 限制 ,由 (6.25) 推出 
(6.26) u — p = gradp 
由 于 在 9 上 Div(pw) 一 0, 由 此 得 
(6.27) Div(ægradp) + Div( ap} = 0 


用 ep) 表示 PC) 在 2; 上 的 限制 , 则 有 
《6.28) 在 内 ,Div(pigradpi) + Div( amp) 一 0 
此 外 ,p; 满足 边界 和 转移 条 件 : 由 于 在 了 上 +. « 一 0, 我 们 有 
(6.29) ETE ap/6pn 一 一 2 p 
又 由 于 在 2 内 Div(re) 一 0, 在 9; 和 ,的 公共 边界 ， 即 交界 面 


Zn 上 ,我 们 有 


HB ti pjt + tg 


由 此 
Ei 
fi "oj 
图 26 
C6.30) Op} On 一 pdpl On = Cp; — ayah 
而 由 于 根据 (6.24》 
(6.31) npe HT), B € HF) 
MA (6.28), (6.29), (6.30) 和 转移 问题 解 的 正则 人 性 推出 
(6.32) Epi] 8x;ôxs € L(0;), Vis k 


根据 (6.26) 和 上 一 Au。 由 此 即 得 结果 ，0 

引 理 6.1 的 证 明 ， 问题 等 价 于 证 明 , (FX)》 中 满足 在 8€ 
上 +# .一 0 的 向 量 P 的 空间 在 X 中 禾 密 ， 

HFH vex Hee DO) hH voe Xs, 所 述 性 质 事实 上 是 
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局 部 的 ,并 归结 为 下 述 情形 ,我 们 考虑 一 “局 部 图 图 27), RU 
集 G 和 一 从 G 到 8 的 映射 8， 


图 27 


QmExX]—-I1,1[ 
X= 10,1[ x J0,1[ 
8 RM GEI O MM O Fi GR SA i, HONG EF 
Q, = Z X ]— 1], ONG RHE E. 
TRE 06 0 c 的 法 方向 变 为 为 的 方向 。 设 P(l1 i 所 4) 
是 微分 算 子 Rot(3 À SR) Div 在 9 下 的 象 ; 即 


(6.33) Pip 一 Phôpi/ Ox 
且 可 假定 
(6.34) | 


我 们 从 一 个 其 支 集 如 图 27 所 示 的 (阴影 部 分 )X 的 向 量 函数 
"出 发 ,并 考虑 它 在 9 下 的 象 w， 那 么 wEY,Y 定义 为 

Y = {plp € (AQI, Pip € LAO4), E E E qu = 0)? 
(因为 " 由 与 0o 相 切 变 为 与 了 相 切 )- 

另外 ,w 有 她 图 27 PASSER AUS, PU y = 1 #1 07 x 10, 
1f 的 一 邻 域内 为 办 3 则 说 之 有 性 质 (5). 


D HTE delargo + PIPI co pes Hilbert 空间 ， 
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于 是 问题 如 下 ; 用 多 / 的 元 素 光 近 有 性 质 (3) 的 Y 的 元 素 w 
(在 了 的 拓扑 意义 下 ), 这 里 
D = {plp e (ON), EE E pm 0, PEER G} 
我 们 利用 关于 7o 1 DEHESA ENEFA mm = p” 
Ois 32), BN 
pI) E BR) S0, | PO dren 一 1 
P” 的 支 集 在 办 十 y S l/m AER 


(6.35) gF = wx p” 
ENG) = | w0 — tis 32 — bas 7070, hd4d4); 那 么 
(6.36) de EO, 13 H(Z)) 


Hor Æ RE SEIERE 45 一 0; 此 外 ,根据 Friedrichs 引 理 
《网 K. O. Friedrichs{21): 
p” —> w, 在 Y 中 

根据 (6.34) 我 们 有 
(6.37) ad31587 € L(Q+) 
结合 《6.36) ,这 证 明了 
(6.38) p3 E€ H(Q:) 
HE 六 , 则 问题 归结 为 : 设 给 定 罗 满足 
I; € LO, Ts (3 人 一 1，2 
EH(04), 在 2 上 一 0 
PHERS) 

必须 用 Y 的 元 素 在 Y 的 意义 于 逼近 D. E p 一 dhs 

ES À m {dis da}, WE 
(6.40) Pb = OP + Prah, Yr 
AEREA $ 在 下 述 意义 下 逼近 $: 
tean) Les 在 (Q) h 

钊 一 多 #Æ(L(0,)) H, $ € CH(Q,)Y 

在 为 一 1 和 63 X ]0,1[ HBRANSE, 无 边界 条 件 。 而 

根据 引 理 4.1 和 注 记 41, RENTRÉE. D 


(6.39) 
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62 BMBTF—71 Sobolev 空间 


定理 6.3 保留 定理 5.3 的 假设 。 设 边 界 工 和 各 “交界 面 "24 
两 次 连续 可 微 ,B" 表示 3 在 0; 的 限制 。 则 


(6.42) B’ € L®(0, T; (H'(Q:))) 
W. 根据 定理 5.1, 52, 5.3, 利用 记号 C6.12), 有 
(6.43) BE L°(0, T; Y) 


于 是 (6.42) RER S. pew. D 

注 6.1 对 结果 (6.42) 能 应 用 Sobolev 嵌 人 定理 (Sobolev[1]): 
HOP LC) F 
(6.44) B*e L®(0, T3 (L(0:)}) 
在 磁 - 流 体 动力 学 的 研究 中 ， 这 是 重要 的 结果 。 (Duvaut-Lions 
D. 0 


63 DMF—# Sobolev 空间 
ERG. 保留 定理 6.3 HER. Kit 


(6.45) 在 9 内 of 一 常数 (例如 so = 0) 
(6.46) DivG, = 0 

{6.47} DivDs = 0 

用 D REDE GO, 上 的 限制 , 则 有 

(6.48) D'E L°(0, T; (H4{Q:)}) 


证 明 。 以 算 子 Div 作用 于 (5.5) 两 端 ( 由 于 (6.45)) 即 得 
BO(DiyD)/ Br + séDivD m DivG, 


RE 

(6.49) DivD 一 0 

仿 6.1 和 6.2 节 就 准 出 《6.48)。 关于 所 有 细节 请 参考 C. Bardos 
LU. B 


-3869 


7. 裂缝 天 线 , 非 齐 次 问题 ? 


7.1 EE HO 3.4) 


问题 如 下 : RIDE D MB, WE 
{7.1)  6D/6: — Rol AB) + oéD = G, (DivG = 0) 


(7.2) 6B/az + Ro(£D) = G, (DivG, = 0) 
€7.3) ÆTXJ0,T(Er-Bs,rAD=4, 
(7.4) DivB = 0, 


75} B(0) = B, D(0) 一 D, (DivB, = 0, DivD, = 0), 
注 7.1 问题 说 成 是 “ 非 齐 次 的 ,是 由 于 边 条 件 (7.3)， 昌 
注 7.2 在 3.4 的 结构 中 ,我 们 有 


《7.6》 g= —n B”, k =n ADY 
(7.7) G,—0 
《7.8) G=00 
7.2 结果 的 陈述 
一 般 设 
(7.9) pe p—n(np) CET E) 


MEF p — n- Rotplr 写 为 
n + Raglr = 9p» 

10) 9 一 沿 的 一 阶 切 向 微分 算 了 于 

我 们 要 推出 ,为 合 (7.0 一 (75) 有 解 ,给 定 函数 应 满足 的 必 村 
条 件 (暂时 还 只 是 形式 的 ). 

注意 可 用 一 (等 价 ) 条 件 
{7.41} ETX Jo, TIL E Dr 一 
RER nAD =A 


D RAM, EPE. 
D REE 3.4 HAERE. 
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由 《7?.2) 推出 ,在 上 上 
O(nB)/ Or + nRot(£D) 一 nG; 
注意 到 (7.10), 由 此 得 
O(nB)/ ðt + EQD, = nG; 
&Æ TX 10,7L 上 


(7-12) Bejar + EQhy = nGa 
由 于 nD, = 0,8 (7.11) 推出 
(7.13) 在 TX J0, TI E, nh, = 0, 


另外 ,车 DivB = 0, 则 | »24(80) 一 0, 由 此 
{7.14) f eas = 0 


最 后 *B(0) 一 8(0) 给 出 
《7.15) ?Bo 一 SC0) 0 
现在 来 验证 ( 仍 形式 地 ], 若 (D, B} 是 (7.1), (7-2) 的 解 且 
(7.16) nAD =h #F x 10, TL E, 
和 (7.5), XÆ (7.12) (7.15) 成 立 , 则 有 (7.3), (7.4)? 
事实 上 ,由 (7?.2) 推出 
O(n - B)/Or + EQhy mn: Gi 
根据 (7.12) 由 上 即 得 
On + BB = O80 
由 于 (7.15) 成 立 , 即 得 n- B 一 z, 即 (7.3) 类似 地 。 有 (7.4)。 0 
暂时 承认 存在 向 量 P, 使 
|P, 8P/@r € LX0, T; (H(0)}) 
(7.17) Div? = 0 
P, =h, Æ TX 10,7[ 上 


车 引进 
(7.13) D* = D ~P 


1) BÆ DivG, = 0, DivB = 0, 
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Ki 
ED*/B1—Rot( AB )+c6D*= G,—6P/O1—0€PGY 
ÔB {61 + Rot(£D) = G — Rol éP) = GF 
n AD* = 0, ÆT x 10, TEE 
D*(0) = Ds — P{0), B(0) 一 Bs 
且 问 题 《7.1) 一 (7.5) SAF (7-19), BAER KA. 
我 们 说 问题 (7.0 一 (7.5) Ar URRE, RUE 
(7.19) GEIE GD EX PNR EUR. 
有 了 这 些 准备 ,下 面 的 7.3 HE 
定理 7.1 设 
(7.20) Gis GAE LXO, Ts (LXO) 
(7.21) Bas Ov/ Bs € PCO, T3 (HAT))) 
(7:22) 8€ LO, T; HA(T}) 
且 条 件 (7.12), (7.13), (7.14) RZ, 则 问题 (7.1) 一 (7.5) 有 礁 一 
“EURE. 


(7.19) 


73 Æ 7.1 的 证 明 


根据 7.2 的 讨论 ,问题 归结 为 证 明 
引 理 71 在 定理 7.1 的 银 设 下 ,可 求 得 满足 (7.17) OP. 
和 证明。 引进 空间 Z ,定义 为 
(723) Z= {pipe (H4Q)), ET E e= 0, Div = 0} 
BE (H(9)) PERA. PET EN plr 满足 


(7.24) olre% 
这 里 
(725) E m {lve GATY, fs ~ war-o} 


CER (HATIP 的 闭 子 空间 }。 
根据 Cawabriga [1]1 ,可 找到 一 个 里 射 
由 -> Fp 
Gh R 一 2Z 线性 连续 , 且 
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(726) Rblr= 

定义 ` 
0.27) PO) = Fhatr)s 1E L0, T] 

ARE (7.13), 4, 和 66x/Br 是 工人 0。7; V) 的 元 素 。 又 由 于 
REL; Z) KE 

P, aƏPjö:e LA0, T3 2} 

故 得 出 (7.17) 的 前 两 个 条 件 。 

SET CRE 《7.26)) 有 Pie 一 4s 由 此 

P, =P — n(n - P) =m hp — nln- hy) m hy 

Mi CIDBREREERE. D 

注 7.3 必然 能 得 到 强 解 或 更 一 般 的 解 (经 由 转 置 ) 存在 的 充 
分 必要 条 件 ;但 对 此 似乎 还 没有 发 表 过 什么 结果 . 

对 于 抛物 型 方程 组 或 某 些 双 曲 型 方程 (或 在 Petuowsky 意义 
TEER) 组 的 系统 研究 ,但 不 包括 Mawel 方程 。 见 Lions- 
Magenes [1], D 


8， 可 极 化 介质 


81 和 Maxwell 算 子 相关 的 变 分 不 等 方程 的 存在 唯一 性 结果 
语 用 第 4 节 的 记号 , 
给 定 G 一 {61, Gi} FA U = (Dos Bo}, (BEM 5.1), WE 
(8.1) G, 8G/0r€ LO, T; #7) 
(8.2) UE Der) 
定义 集合 
(8.3) k={plp ECCO)), élpG)l < DERA pp 成 立 
其 中 
(8.4) D 是 一 个 > 0 的 函数 ,分 别 为 常数 ,确切 地 说 、 
D. EM 8 ENMARIER HE U 
注 8.1 物理 上 有 兴趣 的 情形 是 ( 见 图 28) 
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常数 本 > OE a, 


(8.5) Bio, 在 9,U9， 
的 定 文 等 价 于 
(8.6) K = {plp € (LADY, EpC) < de, E p-p- 


p E Q.U 9, 任意 } 
(这 时 2 一 RRR). D 


CE 


我 们 有 
《8.7) RE (LO) AE, OÙ 
在 下 面 的 8.3 中 将 证 明 
定理 8.1 AE GA U ME (8.1), (8.2) B 
(8.8) Dek 
和 ID 
Rot Rot( 8D,) € (L0)Y, ÆT 上 # ARED) 一 0 
在 了 上 as AB, = 0, RotRot(2B,) € (L1(0)Ÿ 
ÆT E rARoa(AB) = 0 


则 存在 唯一 的 一 对 向 量 {D, Bi 满足 
D, Be L“, T; (L4Q)}) 


(8.9) 


(810) lnia, aB/6r € L"(0, T3 (L8)YY) 
(8.11) DOEK, Eit, T] 

(8.12) Rot(#D) € L"(0, T3 (L4(Q)}} 
(8.13) Æ TX l0, TL. rAD=0 
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CODG)/67, Cp — DG) + (ogDO), Elp — DO 
(8.14) — CABC), Rot(£é(p—D(G)))) > (GG) ,8Cp—D(G)))° 
Vpek, Raépe{(L(O0}Y, ETE =Ap 一 0 


(8-15) ƏB/ð: + Ro ED) = G, 
(8.16) D0) = D, B(0) = B, 0 
$8.2 # DiG, = 0 E aB = 0,H (8.15) 推出 
(8.17) DivB 一 à 
和 
(8.18) a.:B~0, 在 Tr 上 


在 证 明定 理 8.1 之 前 , 先 来 验证 这 个 定 理解 决 了 可 极 化 介质 
EIRE. 


82 变 分 不 等 方程 的 解释 。 可 极 化 介质 问题 的 求解 


我 们 给 出 的 解释 部 分 地 是 形式 上 的 。 车 设 Ro(ñB)e (L? 
(0)), NY (8.14) 写 为 
(8.19) (F), &(p — DG)))>0, YpEK 
其 中 
(8.20) Fe) = 8D(:}/ 8: + r6D(n — Rol AB EY) — G, 
而 (8.19) 等 价 于 逐 点 条 件 
Fersi) p(x) 一 D(x51)) 之 0,Y9 EK, 在 QO 内 pp RIZ, 或 
Fts1t)-(R— D(x,1)) 30, YKE R, WE 
M rea, hh, [tl < DP. 
这 里 必须 区 别 两 种 情形 : 

D À EDG, | € Dos W 

F(z,:)=0 
i) 车 61D(xs14)l 一 Dos 则 存在 N(x, 站 使 
dir, 1) 0, Flr, 1) = —1;(x,1)éD(x,r) 


{8.21) 


D RAR, Us g) 一 fojigrdxa i = ls 25 3. 
2) 在 Qi M De = Dr. 
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或 
BD(Cx) f+ Co + W(x, 4))ED(x, 1) —RagñB(x, e) 
ED [Lots at, 020 


这 就 从 好 包含 了 可 级 华人 原 问题- 
83 定理 8.1 的 证 明 


8.3.1 ”存在 性 的 证 明 
行将 利用 
D) 正则 化 ,为 得 到 “抛物 型 " 算 子 ; 
D 补偿 法 ,为 建立 方程 。 
引进 如 下 定义 的 空间 
D = {019 = {p,p}, p E CLOY, p ELY 
Rot(£p}e (LAQ) Y, Roag) E (LPE Tr Er Ap=0} 
DES, D, = {Pr bee, & 
(8.24) CCD, Ps) = (RACE), Rot(Epx)} 
+ (Ra(gg), Rot(gps)} 

并 注意 Y- 对 下 列 范 数 是 Hilbert 空间 
(8.25) ily = (elira + lelia + CP, BT 

然后 引进 一 个 与 联系 的 从 《LXO) 到 《C90))? 的 补偿 
算 子 8: 


(8.23) 


BH CL0)) 到 (LO) 关 是 单调 有 界 且 是 Lipschirz RE 
(8.26) |A, 

Elp) = 0<>pEK 
例如 可 以 令 


| 一 or 一 2 PO were, 


(8.27) (RC) | 
` PIEI alpu 时 


=0, M r60, gilo l < Dut D 
正则 和 补偿 方程 。 对 9 和 2 > 0, R 
(829) DD, B= Bp, Um Un = (Ds Boa) 
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作为 王 列 问题 的 解 。 
(8.30) (D', ép)+(8', Ab) +((cËD), &p)—(£B , Rot(ép}} 
+ (Ro 8D), Ap) + nC(U,2)} 
+ A (8(D), o) = (G, Phe 
VD {gs pE 
(3.31) D(0) = Di, B(0) = Bo 
在 (8.30) 中 令 G = (Gr, Gi}, 
问题 (8.30), (8.31) 有 唯一 解 (Lions[1] 的 第 2 章 定理 1.2 
的 特殊 情形 ) 满 足 
(8.32) U E€ LAO T3 SNLO, T; LÉ) 
车 在 {8.30) 中 令 :一 0， 则 得 (注意 到 由 于 DEK, 8(Dr)=0) 
COCO), 8P(0)) + CB'(0), APCO)) + (oéDo, ép(0)) 
— (Rot(ABo), £p(0)) + (Rot( 8D,), Ab(0)) 
+arCRot(6Do) , Rot(sp(0))) +y (Rol AB), Rot(%(0))) 
= (G(0), PO 
由 于 (8.9), 由 上 式 推出 
D'(0) = G,(0) 一 océDo + Rot( AB.) — nRotRot(£Do}), 


(3.33) ba 一 G0) — Ral êD) — nRot(Rot(ABs)) 
W 
(8.34) KL C0}, B’(0)} = {D30}, BC0)}， 当 4 和 有” 一 0 时 


于 多 的 一 有 界 集 
ny s RE (8.30)?, 即 得 
CD", 8e) + (B”, pp) + CED, êp) — CuB’, Rot(£p}) 
{8.35)| + (RACED), Ap) 十 区 CI D)) + AOD, p) 
i= (GD)y 
E (8.35) HR p = D, p = B'; 即 得 ? 
(8.36) w”, ne + (céD', 8D) + alU’ 
EUD), D) (OG, U) 
D ARRA EÉRIE. 
D) AU = CD UD). 
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MCE 5 BTE) 
CGCD))', DY = imh (PCD + A) 
— BDD), DU + a) — DU} > 0 
CRUE 8 的 单 主 性 ), (8.36) 给 出 ? 
(8.37) 4 Eo tn < aN O eH al ON 
用 Gronwall 不 等 式 , 由 (8.37) 和 (8.34) 推出 
(8.38) Un 属于 L~(0, T; 2) 的 一 有 界 集 ， 
{8.39} gUn 属于 LO, Tiy) 的 一 有 界 集 . 
由 于 Usa(0) = Us {Dos Bots 则 从 (8.38) 推出 > 
(8.40) zw BFE O, T; 如 ) RERS. 
对 7 和 4 取 和 极限 
根据 《8.38) M (8-40), 可 以 到 一 序列 , 仍 记 为 Um, 使 当 ?一 
D,n— 0% 
(8.41) UaU) > UU), E LO, T; LP) rh 
现在 验证 ,对 给 定 的 VO = {wm, 中} H 
(8.42) DE L(0, T;3%), PEK p-p- 
有 


(843 | {C0', 0—U) etlosD, eg 一 D)) 一 (6B，Rotlg) 


+ (ED, Raap) — (G, O — G}}dr = 0 
事实 上 ,在 (8-30) PL A — Una RE © = ip, dh WA 
BA (Uzas D — Un) æ + (oéDus Elp — Dm)) 
— (AB n:Roté(p — Da)) + (RotéD Ale — Bna)) 
+ (rs D) — (GP— Un 
= AU all — 2 (Da), p — Du) 
而 由 于 p—pGEK, Bb) 0, (844) 右 端 等 于 


D ERORO, EVNEN (Or. 
2) FAI (8.30) 出 发 直接 得 到 C8,10》。 
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alU air + aaee) — BD); p — D) > 0 
注意 到 显然 的 等 式 
(ABa, RotéD,a} 一 (RotsD AB) = 0 
DA (8.44) 推出 


(8.45) E HUn, O — Un) + (iDa Ele — Da)) 


— CAD, Row )) 十 (EDus Ror( fg)) 
+ 4(CU as P) 一 (G D —Un)æ}dt > 0 
因此 


(8.46) f Uia D)e + (£D £p) — (B a, Rotép)} 
+ Dans RACAD)) HACU nas P))—CG, B—Un) ea}a 
> EAU 


+ Ê? CoD ast Da 
利用 (8.41) A1 (8.39) 可 知 ,(8.46) AE 
人 {CU', Bg + (GED, ép) — (AB, Rotép} 


+ (éD, Rotñd) — (G, P — Uv}as 
且 右 端的 下 极限 


= 
= intel + [7 Coen, ep)a 


= [tu Dy + (osD, 6D)} de 
即 得 (8.43). 0 

现在 可 利用 在 (843) 中 关于 @ 的 分 量 册 没有 约束 的 事实 。 
BLL 4 D, RER, pFÆE,(843) 仍 成 立 , 令 天 一 士 co , 即 得 中 
的 系数 是 零 , 即 


car) 人 {CB's 20) + (D, RALAS) — (Ga, AG) Yde ~ 0 
由 此 推出 《8.15 成 立 , 故 Ret(4D) 一 G: 一 98/8r 满足 (8.12). 
3336 


FRE (8.15) 和 it 的 内 积 并 积分 ,比较 (8.47), 即 得 
人 TI EALA DIET de = 0 


HI (8.13), 0 
另外 ,从 (8.15) 推出 


| {CB's a — BY) + (RoCED), ACh — 83) 


— (Ga, AE — B))}de = 0 
FE (843) 改写 为 
(848) (co, ep — DD) + (aD, se — D) 

— (AB, Roté(p — D)) — (Gi, Ep — D)}}& >0 
我 们 已 经 看 到 ,由 此 即 可 过 湾 到 关于 * WARRE RD (GID. D 


对 于 定理 8.1 中 的 存在 性 ,只 剩 下 证 明 (8.11). 
从 (8.30) EHC p 一 Da, 一 Bw) 


(8.49) a D), Da <e 


此 外 ， 根 据 《8.40) M PRIER, Da) 属于 LO, T; (L' 
《2))) 的 一 有 界 集 ,于 是 由 取 一 子 序列 ,可 假定 
(8.50)  8(Dn)-X,Æ L®(0, T; (LAQ))) 中 弱 * 
而 从 《8.30) 推出 
Dyal 十 ED — Ror(fB,,) 
十 aRorRot éD52) + 1718(D,3) = G, 
由 此 《结合 (8.38), (8.39), (8.40) 推出 
BCD) EZ(A X 10,T[) 中 (多 如 说 )->0 
与 (8.50) 比较 得 
(3-51) B(Du) 0, E LAO, T; (L (0)F) pit 
设 P 是 LO, T; (L4(Q)}) 的 任意 函数 ,我 们 有 


je (CW) — 80,0, p — Da > 0 
利用 (8-49) 和 C8.51), 推 知 
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(8.52) 了 KR): p — Dhs > 0 


在 (8.52) 中 令 
p=D+:6,s5%>0, 8€ LO, T; (LDP) 任意 
即 得 
sh GC + 69,632 > 0 


故 

人 (BD + 8), 0)d: > 0 
令 * 一 0 ` 

|i ED), ae > 0, ve 
故 


eD) = 0 
ROSE (8.11), D 
8.3.2 唯一 性 的 证 明 
设 (D, B}, {Des Bu} 是 问题 的 两 个 解 。 令 
{8.53) um D— Dys s= B — By 
分 别 在 (8.14) 和 在 对 De, Ba 的 类 似 不 等 方程 中 令 
p=DMpæD 


相 加 得 

(8.54) —(u' én) — (oéu, fu) + (Av, Rotéa) > © 
又 由 (3.15) 和 对 (Da, B,} 的 类 似 方程 推出 

(8.55) v’ + Rolén) = 0 

ik 


(v, Ro) + (Ro(êu), Ar) = 0 
而 《8.54) 等 价 于 
— (u , éu) — (v', fu) — (ofu, Eu) > 0 
由 此 特别 地 ,对 W — {usr} 有 
一 各 I OI > 0 
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XHF W(0) 一 0, WA W = 0, 0 


9 稳定 介质 作为 可 极 化 介质 的 极限 
21 结果 的 陈述 


往 证 当 * 极 化 的 临界 值 无 限 增加 时 "对 应 问题 的 解 收敛 到 通常 
(对 于 稳定 介质 ) 问 题 的 解 ， 更 精确 地 说 有 
定理 9.1 假定 
(9.1) Do + +O 
CEP ECZ) — +00), ik UP {D%0, Bo} (RU = {D,B}) 
是 极 化 问题 的 解 (定理 8.1)《 或 通常 问题 的 解 ,定理 5.1), 则 对 
Le(0, T3 (LO) 中 的 弱 * 拓扑 有 


C2 Do D, ƏD”:] Ə: -> 8D/6: 
` B” -> B, 0B%/8: — ƏB jð 
(9.3) Rot{éD®) —> Rot(éD) 


9.2 定理 9.1 的 证 明 

定理 8.1 的 证 明 指出 
(04) en) L D 一 十 co 时 属于 
1“(0 Ts (A) 的 一 有 界 集 . 

方程 (8.15) 给 出 

Rot(éD 0) 一 G — ƏB 0j Be 

属于 L~(0, T; (L(0))) 的 一 有 界 集 。 

于 是 可 取 一 序列 ， 仍 记 作 D2。，B2。, fk (9.2), (9.3) RE, 
但 还 票证 明 D, B 是 通常 问题 的 解 ,而 为 此 只要 证 明 


49.5) Dð: + at — Rol AB) = G, 
设 给 定 ?满足 
(9.6) pe LYP, Ror(ép)e (LICOP, 


在 卫 上 rAp=0, pe 
xA 


39. 


(9.7) Kes (8.3) 给 定 的 凸 集 天 
由 于 pE (LOY, 对 充分 大 的 So 我 们 有 
(9.8) QEK” 
# (8.14) 给 出 
COD 0i, Elp — DP)) + (cED 2, Ep — D”) 
— (AB, Roté(p — DD?)) > (G,, &(g — DD?°)) 


由 此 , 若 现在 取 p 一 pe) 满足 
(9-9) lelana < 常数 2€ [0, TI 
则 有 


(9.10) 人 {(BDaojBr。 sy) 十 (osDeos Ep)— (AB 2o, Ro(ép}) 
+ (AB, Rot( ED?)) — (G,, Elp — D2?))}ade 
> 上 [(8Dzeo/16r， ED?) 十 (EDau, ED20)] de 
而 根据 (8.15) 
(9.11) OB [Br + Rot(£D®e) = G, 
于 是 (9.10) 还 可 写成 
Oaz) | (ODAT, ap) 二 (ceDeyep) 一 (PBmsRorep)) 
+ (AB 80,6) — (Grs Elp 一 Deo))jde 
> f {8U 2/3r, UPo) y + (06D? , ED) } de 
1 1 To 
= E TTIE ale 十 人 (Gepe,, ne de 
在 (9.12) 左 端 和 右 端 可 分 别 取 极 限 和 下 极限 ,而 得 
(9.13) {C0D/B81, Ep) + (oé, D, Ep) — (AB , Rot( Ep)) 
+ (GB, G) — CG, (Pp — D))}dr 
> N (EU Or, Ug + (06D, ED) has 


另外 (9.11) 的 极限 形式 给 出 
(9.14) BB/B: + Ro £D) = G, 
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在 (9.53) 中 注意 到 (9.14), 我 们 有 
(6.15) p {(0D/ Be, Ep — D}) + CogD, Cp — DY) 


— CAB ,Rot(é(p — D))) — (Gisé(p — D})}& > 0 
由 此 即 可 过 渡 到 逐 点 条 性 , 即 对 任意 满足 (9.6) 的 P 有 
(9.16) (8D/8:, éle — D}) + (aëD, é(p — D}) 
— CAE, Rot(£(p — D))) — (Gis êle — D)) I 0, 
对 tp.p. 
但 仿 第 6 节 可 验证 , 满足 (9.6) 和 的 的 空间 在 满足 如 下 条 性 的 
Re 的 空间 中 稠密 
(917) pe (LOF, Rot(ép) € (L9)), ÆT Enip =o 
改 (9.16) 对 任意 满足 (9.17) 的 中 成 立 。 于 是 可 在 (9.16) 中 以 
Dpt p BERERE OIN 的 中 有 
(6D/ 61, ép)+(réD, ëp}—(%B , Rot{ ep) 一 (Gy ép}=0 
即 得 结果 . D 


10. 各 种 补充 


注 10.1 引 理 4.7 结合 Hile-Yosida 定理 (M, Hille-Philips 
{1]，Yosida [1]) 可 证 明 

定理 10.1 SF 一 .or he zo À] SOLE, LE) E 
EER: 一 GO) 的 无 穷 小 生成 元 . 

换 句 话说 ,着 U 在 2 (D(.er 力 中 给 定 , 存 在 唯一 的 函数 一 ~ 
UQ), 作 为 下 列 问 题 的 解 
(10.1) BU Bt + U= 0 
(392) U(0) = Us 
使 从 + 2 0 到 经 的 :一 DCG7 连续 的 (或 一 次 连续 可 微 的 ) (10.1) 
的 强 ( 或 强 } 解 由 下 式 给 定 
(10.3) U) = GEU. 

Æ We De), Wi > 0, UGE Die} 


EUR 


此 外 一 一 光 中 范 数 的 选取 在 这 里 最 示 其 重要 性 一 一 GKz) 是 
ERAF, R 
(194) EG) acer. Si 1200 


LL 评 À 


本 章 中 我 们 研究 了 两 类 介质 : “稳定 的 "和 “可 电离 的 ”, 它们 
分 别 以 Ohm 定律 (2.27) 和 定律 (2.28) 表明 其 特征 。 在 实际 中 ， 
介 于 二 者 之 间 的 定律 常 皇 下 列 形 式 。 

J = CE) 

OR ANIMÉS IEEE, IX RRIA MIS EEr 2) 
这 种 情形 。 但 是 关于 这 类 现象 的 物理 测量 似乎 要 牵涉 到 延迟 现 
象 ， 正 如 注 2.5 中 所 指出 的 ;这 时 二 不 再 是 单调 的 。 从 数学 观点 
看 ,相应 的 问题 还 未 曾 研 究 过 ， 但 中 是 Lipschitz 连续 函数 的 情形 
是 能 解决 的 . 

在 本 章 叙 述 的 理论 中 。 我 们 未 考虑 光速 《相对 工 / 宁 , 工 是 一 
参照 长 床 ) 是 很 大 的 这 一 事实 。 这 意味 着 , 当 激 矶 本 身 是 正弦 形式 
时 , 经 过 短暂 的 时 间 就 能 获得 稳定 的 局 期 现象 。 这 一 情形 的 数学 
验证 导出 下 殉 问 题 : 

BE 31 的 例子 , 令 

Giles r) me YUG, Get 
Gars 1) = YO G(r) ee - 
DE: 二 0 时 YQ() 等 于 车 ， 当 >>0 了 时 PC) ST + 1, ie 
TT, o RERS, GO) 和 GC 是 只 依赖 于 > 的 给 定 的 函 
数 。 
可 以 证 明 , 对 充分 大 的 * M CB, D) 有 和 近似 表达 式 
Bet) = B* (s), Ds) m Dre 
从 3.2 的 情形 出 发 ,可 提出 同 桩 的 问题 ,这 里 上 有 形式 
KETO BC) es 
以 3.3 出 发 亦 然 ,这 里 
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Bon YO Cr) ee 
Din = Va kee 0 
第 6 节 的 能 人 定理 综合 了 C. Goulaouic 和 B. Hanouzet L1], 
JGobert [3] 和 G. Schmidt [1] 的 结果 。 
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